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Перелiк умовних позначень

Перед тим, як сформулювати результати дисертацiї, введемо позначення,

якi будуть використовуватись протягом всiєї роботи.

Будуть використовуватись наступнi символи:

� – початок доведення леми.

� – кiнець доведення леми.

∨ – символ max.

∧ – символ min.

a+ = a ∨ 0.

IA – iндикатор множини A.

∅ – порожня множина. Будемо вважати inf{∅} = +∞.

Leb(A) – мiра Лебега множини A.

⇒ – символ слабкої збiжностi.

Через C будемо позначати константи, що не залежать от ε. Всюди далi

маємо на увазi, що ε - малий параметр.

Через R позначається одновимiрний евклiдiв простiр, B – борелiвська

σ-алгебра його елементiв.

Будемо позначати простiр неперервних функцiй f(t), t ∈ [0, T ], зi зна-

ченнями в R через C[0, T ]; CT - борелiвська σ-алгебра його елементiв. C
k(A)

– простiр функцiй, k разiв неперервно диференцiйованих в областi A.

Для абсолютно неперервної функцiї f(t) будемо використовувати стан-

дартне зображення f(t) = f(a) +

∫ t

a

ḟ(s)ds. Через AC
+[0, T ] позначається
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простiр всiх абсолютно неперервних функцiй f , визначених на [0, T ] та та-

ких, що f(0) = 0 i ḟ(s) ∈ [0, 1]. Нормою на просторах C[0, T ] та AC
+[0, T ] є

||x||T = sup
t∈[0,T ]

|x(t)|. Позначимо CT = C[0, T ] × AC
+[0, T ] i нормою на цьому

просторi буде

||(x, y)||T = ||x||T + ||y||T .

Далi, C[0,∞) позначає простiр неперервних функцiй f(t), t ≥ 0, зi зна-

ченнями в R; C - борелiвська σ-алгебра його елементiв; через AC
+[0,∞)

позначається простiр всiх абсолютно неперервних функцiй f , визначених

на [0,∞) та таких, що f(0) = 0 i ḟ(s) ∈ [0, 1]. Для просторiв C[0,∞) та

AC
+[0,∞) використовуємо норму

||x||∞ =
∞∑

k=1

2−k
(

sup
t≤k

|x(t)| ∧ 1
)
.

Позначимо C∞ = C[0,∞) × AC
+[0,∞) з нормою

||(x, y)||∞ = ||x||∞ + ||y||∞.

Нехай сталi λ, Λ такi, що 0 < λ ≤ Λ < ∞. Будемо говорити, що пара
функцiй (f(x), g(x)) належить класу L(λ, Λ) i позначати

(f, g) ∈ L(λ, Λ),

якщо цi функцiї вимiрнi i виконуються нерiвностi

|f(x)| ≤ Λ , λ ≤ g(x) ≤ Λ .

Будемо позначати

sgnx =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, приx > 0,

0, приx = 0,

−1, приx < 0.
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Через (Ω,F ,Ft, P) буде позначатися ймовiрнiсний простiр з потоком σ

- алгебр Ft, t � 0, (w(t),Ft) - одновимiрний стандартний вiнерiвський про-

цес, E – символ математичного сподiвання (вiдносно P), E
μ – математичне

сподiвання вiдносно мiри μ.

Для довiльного неперервного семiмартингалу X(t) через LX(t, a) позна-

чимо локальний час процесу X в момент t в точцi a.
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ВСТУП

Актуальнiсть роботи.

Проблеми граничної поведiнки рiзних об’єктiв в теорiї ймовiрностей вза-

галi i в теорiї випадкових процесiв зокрема, завжди перебувають у центрi

уваги дослiдникiв. Згадаємо класичнi теореми Муавра-Лапласа, Пуассона,

центральну граничну теорему, закон повторного логарифму тощо. Гранич-

ним теоремам про асимптотичну поведiнку розв’язкiв стохастичних дифе-

ренцiйних рiвнянь, що залежать вiд малого параметру при прямуваннi цього

параметру до нуля, присвяченi роботи Й. I. Гiхмана, А. В. Скорохода, Н.

В. Крилова, А. Д. Вєнтцеля, М. I. Фрєйдлiна, А. Н. Шiряєва, Дж. Жакода,

Д. Струка, С. Р. С. Варадана, А. Ю. Вєрєтєннiкова, Г. Л. Кулiнiча, А. А.

Пухальського, М. I. Портенка, Б. В. Бондарева, О. М. Станжицького, С. Я.

Махна та iнших.

Асимптотичнi результати з теорiї стохастичних рiвнянь використовують-

ся при дослiдженнях в теорiї рiвнянь з частинними похiдними, тепловими та

дифузiйними процесами в середовищах iз сильно змiнними властивостями,

задачах фiнансової математики. Крiм того, розвиток асимптотичних методiв

стохастичних рiвнянь становить i самостiйний iнтерес у зв’язку iз значними

математичними труднощами.

В силу вищезазначеного, встановлення граничних теорем для стохастич-

них рiвнянь є актуальним питанням i виглядає доцiльним проводити дослiд-

ження.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiя виконувалась в рамках бюджетних тем вiддiлу теорiї ймовiрностей
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та математичної статистики IПММ НАН України: "Асимптотичний аналiз в

теорiї випадкових процесiв, теорiї стохастичних рiвнянь, задачах математич-

ної статистики" (шифр теми — III-4-04 (1.1.4.5), номер державної реєстрацiї №

0104U000861) та "Стохастичнi рiвняння. Якiснi i асимптотичнi властивостi"

(шифр теми — III-4-09 (1.1.4.5), номер державної реєстрацiї № 0109U002772).

Мета i задачi дослiдження. Об’єктом дослiдження даної дисертацiї є

стохастичнi диференцiйнi рiвняння. Предмет дослiдження – стохастичнi ди-

ференцiйнi рiвняння Iто та стохастичнi диференцiйнi рiвняння з локальним

часом, що залежать вiд малого параметру та з нерегулярними коефiцiєнтами.

Мета дисертацiї – отримати граничнi теореми для розв’язкiв стохастичних

диференцiйних рiвнянь Iто та стохастичних диференцiйних рiвнянь з локаль-

ним часом iз коефiцiєнтами, що залежать вiд малого параметру. Ця мета

включає в себе задачi:

1. Отримання граничних результатiв для стохастичних диференцiйних

рiвнянь Iто з розривними коефiцiєнтами.

2. Застосування результатiв попереднього пункту до стохастичних дифе-

ренцiйних рiвнянь з локальним часом.

Методи дослiдження. В усiх роздiлах використовується методологiя,

запропонована в роботах Х.-Й. Енгельберта, В. Шмiдта [67, Proposition 4.9],

Дж. Харрiсона, Л. Шеппа [69], Ж.-Ф. Ле Галла [83, Proposition 2.2], С. Я.

Махна [42], [85], за допомогою якого можна звести рiвняння з локальним ча-

сом до рiвняння Iто. В роздiлах 4, 5 використано метод зворотного вiдобра-

ження (в формi принципу стиснення) та метод Лапласа (в формi принципу

великих вiдхилень). Крiм того, в роздiлi 3 застосовано методологiю С. Я.
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Махна [40], [42]; в роздiлi 4 використовуються методологiя, запропонована в

роботах Т. Чанга, С. Ш’ю [65], [66], а також в роботах А. А. Пухальского [88],

[89]; в роздiлi 5 використано методологiю А. В. Булiнского [7]; в роздiлi 6 ви-

користовується метод, запропонований П. Балдi в роботах [62], [63], а також

метод асимптотичних оцiнок iнтегралiв, метод нового ймовiрнiсного простору

Скорохода та методологiя з теорiї звичайних диференцiйних рiвнянь. Також

використовуються iншi результати та методи теорiї ймовiрностей, функцiо-

нального аналiзу, теорiї диференцiйних рiвнянь.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основними результати,

якi визначають наукову новизну i виносяться на захист, є наступнi:

• доведена слабка збiжнiсть мiр, породжених розв’язками стохастичних
рiвнянь Iто або стохастичних рiвнянь з локальним часом, коефiцiєнти яких

нерегулярно залежать вiд параметру ε. Встановленi необхiднi й достатнi умо-

ви цiєї збiжностi. Виписане рiвняння для граничного процесу.

• встановлено принцип великих вiдхилень на просторi C[0,∞) для мiр,

породжених розв’язками стохастичних рiвнянь Iто з розривними коефiцiєнта-

ми та малим коефiцiєнтом дифузiї i для мiр, породжених розв’язками стоха-

стичних рiвнянь з локальним часом та з малим коефiцiєнтом дифузiї. Знай-

денi функцiонали дiї.

• отримано принцип великих вiдхилень на просторi C∞ для мiр, пород-

жених парою з розв’язку стохастичного рiвняння Iто з розривними коефi-

цiєнтами та малим коефiцiєнтом дифузiї i часу знаходження цього розв’язку

в додатнiй пiвплощинi та для мiр, породжених парою з розв’язку стохастич-

ного рiвняння з локальним часом та малим коефiцiєнтом дифузiї i часу зна-

ходження цього розв’язку в додатнiй пiвплощинi. Знайденi функцiонали дiї.
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• доведено функцiональний закон типу повторного логарифму для сто-
хастичного рiвняння Iто з нульовим зносом та розривним коефiцiєнтом ди-

фузiї, який проте є вiдокремленою вiд нуля обмеженою функцiєю обмеженої

варiацiї.

• встановлено функцiональний закон типу повторного логарифму для
косого броунiвського руху.

• знайдено теорему порiвняння для розв’язкiв стохастичних рiвнянь Iто
з розривними коефiцiєнтами та невиродженою дифузiєю.

• отримано умови iснування єдиного сильного розв’язку для стохастич-
них рiвнянь Iто та рiвнянь з локальним часом з розривними коефiцiєнтами i

невиродженою дифузiєю.

• встановлено умови слабкої збiжностi мiр, породжених стохастичними
рiвняннями Iто з неперервним зносом та розривною, але невиродженою ди-

фузiєю, до мiри, зосередженої на екстремальних розв’язках вiдповiдної задачi

Кошi за умови неєдиностi розв’язку останньої.

• обгрунтовано умови слабкої збiжностi мiр, породжених стохастичними
рiвняннями з локальним часом i неперервним коефiцiєнтом зносу, до мiри,

зосередженої на екстремальних розв’язках вiдповiдної задачi Кошi за умови

неєдиностi розв’язку останньої.

Вказанi результати є новими або узагальнюють вiдомi ранiше.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Отриманi результати можуть бути використанi

при дослiдженнях в теорiї випадкових процесiв, теорiї рiвнянь з частинними

похiдними, актуарнiй математицi.
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Особистий внесок здобувача. Постановка задач належить науково-

му керiвниковi С. Я. Махну. Всi результати дисертацiї отриманi дисертантом

самостiйно i опублiкованi в 17 роботах. Роботи [25], [78] написанi в спiвав-

торствi з С. Я. Махном. В даних роботах С. Я. Махну належать постановка

задач i вибiр методiв дослiдження. Дисертанту належать доведення основних

результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

доповiдались i обговорювались на наступних конференцiях i наукових семi-

нарах:

1. Мiжнароднiй конференцiї "Modern problem and new trends in

probability theory" (19-26 червня 2005 р., м. Чернiвцi);

2. Мiжнароднiй конференцiї "Modern stochastics: theory and applications",

присвяченiй 60-рiччю вiддiлу теорiї ймовiрностей та математичної статистики

i пам’ятi професора М. Ю. Ядренка (19-23 червня 2006 р., м. Київ);

3. Всеукраїнськiй науковiй конференцiї молодих вчених i студентiв з ди-

ференцiйних рiвнянь та їхнього застосування, присвяченiй 100-рiччю Я. Б.

Лопатинського (6-7 грудня 2006 р., м. Донецьк);

4. Мiжнароднiй конференцiї "Skorokhod space. 50 years on" (17-23 червня

2007 р., м. Київ);

5. Всеукраїнскiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

сумiжнi питання" на честь 90-рiччя з дня народження Й. I. Гiхмана (24-26

травня 2008 р., м. Умань);

6. Мiжнароднiй конференцiї "Modern stochastics: theory and applications
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7. Мiжнароднiй конференцiї "Conference on Stochastic Models and their

12



Applications" (22-24 серпня 2011 р., м. Дебрецен, Угорщина);
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Стефана Банаха (17-21 вересня 2012 р., м. Львiв);

9. Науковому семiнарi "Числення Маллявена i його застосування" Iнсти-

туту математики НАН України, м. Київ (керiвник семiнару доктор фiз.-мат.

наук, проф. А. А. Дороговцев);

10. Науковому семiнарi "Стохастичнi диференцiйнi рiвняння" кафедри

загальної математики Київського нацiонального унiверситету iм. Т. Шевчен-

ка (керiвники семiнару доктор фiз.-мат. наук, проф. О. М. Станжицький,

доктор фiз.-мат. наук, проф. Г. Л. Кулiнiч);

11. Науковому семiнарi "Аналiтичнi методи в теорiї дифузiйних

процесiв" кафедри вищої математики механiко-математичного факультету

Львiвського нацiонального унiверситету iм. I. Франка (керiвник семiнару док-

тор фiз.-мат. наук, проф. Б. I. Копитко);

12. Наукових семiнарах вiддiлу теорiї ймовiрностей та математичної ста-
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в 17 наукових

роботах, серед яких 8 статей в наукових фахових журналах [20], [24], [25],
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[76], [77] та 2 публiкацiї в тезах всеукраїнських наукових конференцiй [22],

[23].
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Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвнику Сергiю

Яковичу Махну за постановку задачi, допомогу та пiдтримку.

Короткий змiст роботи. Дисертацiйна робота складається з перелiку

використаних позначень, вступу, 6 роздiлiв, висновкiв та перелiку лiтератури.

У вступi обгрунтована актуальнiсть теми дисертацiйної роботи, визначе-

на мета, сформульованi задачi дослiдження та вказано методи їх вирiшення.

Також у вступi мiстяться данi про зв’язок роботи з науковими програмами,

планами, темами i зазначенi вiдомостi про наукову новизну отриманих ре-

зультатiв, їх практичне значення та апробацiю, наведено кiлькiсть публiкацiй

за матерiалами дисертацiї. В першому роздiлi наведений огляд лiтератури за

темою дисертацiї. В другому роздiлi обгрунтовується вибiр напряму дослiд-

жень. В третьому – шостому роздiлах знаходяться результати дисертацiї. В

перелiку лiтератури наведено 93 використане джерело.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Асимптотичнi задачi для стохастичних диференцiйних рiвнянь виника-

ли i розв’язувались одночасно з розвитком теорiї стохастичних рiвнянь. Один

iз засновникiв цiєї теорiї Й. I. Гiхман розглядав такi задачi як головнi i са-

мi рiвняння будував частково для того, щоб строго ставити i розв’язувати

асимптотичнi задачi.

Одна з важливих схем, що призводять до вивчення рiзних граничних

теорем для випадкових процесiв, – динамiчнi системи, що зазнають впливу

випадкових збурень. До такої схеми призводить цiлий ряд задач як теоре-

тичного, так i прикладного характеру. Якiсний аналiз поведiнки збурених

процесiв є головним мотивом для розвитку асимптотичних методiв та їх за-

стосувань. На цьому шляху встановленi результати щодо точного зростання

розв’язкiв, принципу усереднення, закону повторного логарифму тощо.

Випадковi збурення можуть не лише кiлькiсно, а i якiсно вiдображатися

на властивостях диференцiальних систем. Серед iнших робiт, якi комплексно

висвiтлюють проблеми та результати, що виникають в дослiдженнях, присвя-

чених випадковим збуренням, згадаємо роботи [28], [29], [46], [50], [54], [56].

Багато граничних результатiв для розв’язкiв стохастичних рiвнянь от-

римано в книгах, якi швидко стали класичними, – А. В. Скорохода [48], [50]

та Й. I. Гiхмана i А. В. Скорохода [15]. Серед iнших результатiв, що стосу-

ються граничних результатiв, видiлимо наступнi – якi є найбiльш близькими

до теми даної дисертацiї.

Отже, в роботi Б. В. Бондарєва [2] розглянуто одновимiрне стохастичне
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рiвняння з малим параметром при коефiцiєнтовi зносу

dξ(t) = εa(t, ξ(t)) + dζ(t), t ≥ 0, ξ(0) = 0,

де ζ(t) - випадковий процес з незалежними приростами. За умов iснування

iнтегральних середнiх певних функцiй вiд коефiцiєнтiв процесу ξ(t) доведена

при ε → 0 слабка збiжнiсть мiр, породжених процесом ξε(t) = εξ
(

t
ε2

)
до

мiри, породженої процесом C1t + C2w(t) (тут C1, C2 – знайденi константи). В

роботi [3] цим же автором розглядається одновимiрне стохастичне рiвняння

з малим параметром при коефiцiєнтовi зносу та внутрiшнiм шумом θ(t)

dξ(t) = εa(t, ξ(t), θ(t)) + dζ(t), ξ(0) = 0.

Процеси ζ(t) i θ(t) взаємно незалежнi; ζ(t) - зовнiшнiй шум, що є процесом

з незалежними приростами i зi скiнченними моментами другого порядку. За

умов iснування iнтегральних середнiх певних функцiй вiд коефiцiєнтiв проце-

су ξ(t) та певних умов на параметри внутрiшнього шуму доведена при ε → 0

слабка збiжнiсть мiр, породжених процесом ξε(t) = εξ
(

t
ε2

)
до мiри, породже-

ної процесом C1t + C2w(t) (тут C1, C2 – знайденi константи).

О. М. Станжицький [51] дослiджував питання поведiнки звичайних ди-

ференцiйних рiвнянь з випадковими збуреннями методом усереднення. До-

слiджена асимптотика нормованих вiдхилень вiд усереднених розв’язкiв, усе-

реднення в стохастичних рiвняннях Iто. В книзi А. М. Самойленка i О. М.

Станжицького [47] серед iншого застосовується асимптотичний метод усе-

реднення до рiвнянь з випадковими збуреннями. В результатi встановлено

аналоги класичних теорем М. М. Боголюбова – методу усереднення для си-

стем рiвнянь з випадковими iмпульсними збуреннями та стохастичних систем

Iто. Отриманi результати застосовуються до дослiдження коливних систем з

малими випадковими збуреннями.
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Використовуючи розробленi методи в роботах Б. В. Бондарєва [4],[5] роз-

глядаються усереднення рiвнянь в частинних похiдних елiптичного типу при

випадкових збуреннях.

Вперше не лише достатнi, а й необхiднi умови слабкої збiжностi при

n → ∞ розв’язкiв одновимiрних стохастичних рiвнянь

ξn(t) = x +

∫ t

0

bn(ξ(s))ds +

∫ t

0

σn(ξ(s))dw(s)

з нерегулярними коефiцiєнтами були знайденi Г. Л. Кулiнiчем в роботi [30].

Нерегулярнiсть розумiється в тому сенсi, що не робиться припущень щодо рiв-

номiрної обмеженостi коефiцiєнтiв за параметром n, а також щодо iснування

границь коефiцiєнтiв при n → ∞. Багатовимiрнi стохастичнi рiвняння розгя-

далися у роботах [32], [33]. Суттєве узагальнення результатiв Г. Л. Кулiнiча

проведено у роботах С. Я. Махна [34], [35], [40]. У цих роботах були знайденi

необхiднi i достатнi умови слабкої збiжностi розв’язкiв до розв’язку рiвнян-

ня Iто та отриманi формули для коефiцiєнтiв граничного процесу. У роботах

[83], [86] було вiдмiчено, що за наявностi необмеженого за параметром коефi-

цiєнта зносу граничний процес може змiнювати тип рiвняння i задовольняти

вже стохастичному рiвнянню з локальним часом.

Часто є природнiм припущення про малiсть (в тому чи iншому сенсi)

випадкових збурень порiвняно з детермiнованими складовими руху. Тому

однiєю iз найбiльш значних частин в асимптотичних задачах є результати

про великi вiдхилення. Задача дослiдження великих вiдхилень стохастичних

динамiчних систем виникає в ситуацiї, коли потрiбно оцiнити ймовiрнiсть

малоймовiрної подiї, що полягає в тому, що система не дотримується своєї

найбiльш ймовiрної траєкторiї.

Точнiше кажучи, задачi про великi вiдхилення для випадкових процесiв
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можна сформулювати наступним чином: нехай для сiм’ї випадкових процесiв

ξε(t) має мiсце результат типу закону великих чисел: ξε → x (при ε → 0).

Задачi про великi вiдхилення процесу ξε(t) вiд його «найбiльш ймовiрної»

при малих значеннях ε траєкторiї x(t) – це задачi про граничну поведiнку при

ε → 0 ймовiрностей P{ξε ∈ A}, що прямують до нуля, для вимiрних множин
А, якi знаходяться на додатнiй вiдстанi вiд невипадкової граничної функцiї

x. До задач про великi вiдхилення вiдносяться також задачi про асимптотику

при ε → 0 математичних сподiвань виду Ef ε(ξε), якщо їхня основна частина

при малих значеннях ε утворюється за рахунок малоймовiрних значень ξε.

Задача вивчення малих випадкових збурень динамiчних систем ставила-

ся ще в роботi Л. С. Понтрягiна, А. А. Андронова i А. А. Вiтта [44]. Резуль-

тати, отриманi в цiй статтi, вiдносились до одновимiрних i, частково, двови-

мiрних динамiчних систем, i до таких збурень, що призводять до дифузiйних

процесiв. Значно узагальнюються та поширюються цi результати в книзi А.

Д. Вєнтцель i М. I. Фрєйдлiн [9], де розглядалось стохастичне рiвняння виду

Xε
t = Xε

0 +

∫ t

0

b(Xε
s)ds + ε

∫ t

0

σ(Xε
s)dwt.

Основна увага придiляється дослiдженню впливу збурень на великих iнтер-

валах часу. На таких iнтервалах малi збурення вже iстотно впливають на

поведiнку системи i для врахування цього впливу потрiбно вмiти оцiнювати

ймовiрностi малоймовiрних подiй, тобто потрiбнi теореми про асимптотику

ймовiрностей великих вiдхилень для випадкових процесiв. Основний метод,

який при цьому використовується – узагальнений метод Лапласа. Подiбнi до-

слiдження проводилися також в роботах А. Д. Вєнтцеля [10], А. Ю. Вєрєтєн-

нiкова [13], С. Я. Махна [36], [37], [38], С. Р. С. Варадана [93] та iнших.

Закон повторного логарифму для вiнерiвського процесу був отриманий
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А. Я. Хiнчиним у 1936 роцi [55]. Iнше доведення цього закону дано у [49].

Дослiджувався закон повторного логарифму i для розв’язкiв стохастичних

рiвнянь. Г. Л. Кулiнiч [31] розглядав одновимiрне стохастичне рiвняння

dξ(t) = a(ξ(t))dt + σ(ξ(t))dw(t), t > 0,

де a(x), σ(x) – дiйснi вимiрнi функцiї, визначенi при всiх x ∈ (−∞;∞) i

лiнiйно обмеженi на нескiнченностi, σ(x) ≥ δN > 0 при |x| ≤ N для будь-

якого N > 0; причому для функцiй a(x), σ(x) з деякою константою C > 0

має мiсце обмеження

0 ≤ f ′(x)σ(x) ≤ C,

де функцiя f(x) =

∫ x

0

exp
{
−2

∫ u

0

a(v)

σ2(v)
dv
}

du. За певних умов на поведiнку

функцiї f(x) з деякими константами σ0 > 0, α > 0, c0 > 0 доведено, що

P

{
lim
t→∞

ξ(t)

ϕ(L(t))
= σ

1/α
0

}
= P

{
lim
t→∞

ξ(t)

ϕ(L(t))
= −

(σ0

c0

)1/α}
= 1,

де функцiя ϕ(x) є оберненою до функцiї f(x), а L(t) = (2 ln ln t)
1
2 .

С. Я. Махно в роботi [39] розглянув багатовимiрне стохастичне рiвняння

з перiодичними коефiцiєнтами

ξ(t) = x +

∫ t

0

b(s, ξ(s))ds +

∫ t

0

σ(s, ξ(s))dw(s)

i довiв для певних функцiоналiв вiд розв’язкiв цього рiвняння закон повтор-

ного логарифму в формi Хiнчина.

Функцiональний закон повторного логарифму для вiнерiвського процесу

було встановлено В. Штрассеном [91] i для бiльш загального нормування А.

В. Булiнським [7].

В роботi [6] Б. В. Бондарєв та М. Є. Корольов доводять за певних умов

функцiональний закон повторного логарифму у формi Штрассена для нор-
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мованих iнтегралiв вiд процесiв iз слабкою залежнiстю виду

ζn(t) =
1√

2σ2 ln(ln n)

∫ nt

0

x(s)ds,

де x(t), t ≥ 0, - стацiонарний у вузькому сенсi випадковий процес з нульовим

середнiм та такий, що з ймовiрнiстю 1 |x(t)| ≤ c < +∞.
Для розв’язкiв стохастичних рiвнянь функцiональний закон повторного

логарифму у формi Булiнського встановлено С. Я. Махном в роботi [84].

Такими є основнi етапи наукової думки за розв’язуваним завданням. На

даний час не до кiнця вирiшеними є питання, пов’язанi iз асимптотичними

результатами для стохастичних рiвнянь Iто з розривними коефiцiєнтами та

для стохастичних рiвнянь з локальним часом. На частину iз цих питань було

дано вiдповiдь в данiй дисертацiйнiй роботi.
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РОЗДIЛ 2

МОТИВАЦIЯ ВИБОРУ ДОСЛIДЖЕНЬ

З розвитком науки i технiки все бiльш запитуваними стають розробки

прикладних задач, такi як фiльтрацiя, шифрування i дешифрування сигналiв

в мережах зв’язку, прогнозування рiзноманiтних економiчних та соцiальних

явищ i показникiв, розрахунки, пов’язанi iз врахуванням великої кiлькостi

малозначущих факторiв тощо. У [18, стор. 11] вiдмiчається, що сучасна фiзи-

ка при дослiдженнi багатьох явищ потребує враховувати рiзного роду флук-

туацiйнi ефекти. Це можуть бути тепловi шуми, нестiйкiсть, турбулентнiсть,

тощо. Там же наводяться приклади рiзних задач iз статистичної гiдродина-

мiки, статистичної радiофiзики i акустики. Пiдкреслюється важливiсть засто-

сування методiв стохастичних рiвнянь до розв’язання сформулюваних задач.

Математичнi моделi вiдмiчених вище явищ мiстять звичайнi диферен-

цiйнi рiвняння, диференцiйнi рiвняння з частинними похiдними, стохастичнi

рiвняння. Коефiцiєнти цих рiвнянь є розривними функцiями та залежать вiд

малого параметру. Причому ця залежнiсть є нерегулярною. Тобто цi функ-

цiї можуть необмежено зростати або взагалi не мати границь, коли малий

параметр прямує до нуля.

Якщо явище, що розглядаються, вiдбувається у багатошаровому сере-

довищi, наприклад, фiльтрацiя рiдини, то у математичнiй моделi явища

з’являється так званий локальний час процесу. Локальний час випадково-

го процесу є чисто ймовiрнiсний об’єкт. Дослiдження граничних теорем для

стохастичних рiвнянь з локальним часом є новим напрямом у сучаснiй теорiї

випадкових процесiв.
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Тому побудова методiв дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв

стохастичних рiвнянь iз нерегулярними коефiцiєнтами є актуальною пробле-

мою.

З iншого боку, асимптотичнi дослiдження посiдають провiдне мiсце в до-

слiдженнях з теорiї ймовiрностей. Встановлення у ХХ столiттi зв’язкiв мiж

задачами теорiї стохастичних рiвнянь iз задачами в iнших галузях математи-

ки, передусiм теорiї рiвнянь в частинних похiдних, дало потужний поштовх

до розвитку та безлiч рiзноманiтних iнструментiв для дослiджень в обох на-

прямках. Тому встановлення граничних результатiв на кшталт закону ве-

ликих чисел, центральної граничної теореми, принципу великих вiдхилень,

слабкої збiжностi розв’язкiв, закону повторного логарифму, для рiзноманiт-

них класiв випадкових процесiв – це широке та плiдне поле для дослiдникiв

в наш час.

Таким чином, встановлення граничних результатiв для стохастичних рiв-

нянь Iто та стохастичних рiвнянь з локальним часом є цiкавою та важливою

задачею, розв’язання якої поширює математичнi знання та надає iнструменти

для подальших дослiджень.

Основним методом дослiдження стохастичних рiвнянь з локальним ча-

сом є використання зв’язку мiж цими рiвняннями та стохастичними рiвнян-

нями Iто з розривними коефiцiєнтами. Таким чином, доводиться дослiджува-

ти i часто встановлювати новi результатi i для таких стохастичних рiвнянь.

В дослiдженнях використовуються методи та методики з теорiї випадкових

процесiв, теорiї мартингалiв, теорiї стохастичних рiвнянь Iто, теорiй звичай-

них диференцiйних рiвнянь та рiвнянь в частинних похiдних, теорiї мiри,

функцiонального аналiзу та iнших галузей сучасної математики.
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РОЗДIЛ 3

ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА

ДЛЯ СТОХАСТИЧНИХ РIВНЯНЬ

В даному роздiлi дослiджується слабка збiжнiсть розв’язкiв стохастич-

них рiвнянь з локальним часом з коефiцiєнтами, що залежать вiд малого

параметра ε та, взагалi кажучи, з необмеженим за параметром ε коефiцiєн-

том зносу. Добре вiдомо [34], [92], що для слабкої збiжнiсть розв’язкiв сто-

хастичних рiвнянь Iто слабкої збiжностi коефiцiєнтiв рiвнянь недостатньо.

Необхiдно накладати додатковi умови на коефiцiєнт дифузiї. Наприклад, в

[92, теорема 11.3.3], припускається, що вiн задовольняє умовi типу умови Лiп-

шиця.

В роботах Г. Л. Кулiнiча [30] та М. I. Портенка [45] розглядались стоха-

стичнi рiвняння Iто

xε(t) = x +

∫ t

0

bε(xε(s))ds +

∫ t

0

σε(xε(s))dw(s).

В [30] встановленi необхiднi та достатнi умови слабкої збiжностi визначених

там функцiй вiд розв’язкiв цих рiвнянь до розв’язку стохастичного рiвняння

Iто та, в окремих випадках, для слабкої збiжнiстi процесiв xε до узагальнених

дифузiйних процесiв. У [45, §3, роздiл III] розглядається випадок σε(x) ≡ 1

при слабкiй збiжностi функцiї bε(x) до δ−функцiї, зосередженої у нулi. До-
водиться слабка збiжнiсть розв’язкiв xε до узагальненого дифузiйного про-

цесу. С. Я. Махно [40], [42] отримав умови слабкої збiжностi мiр, породжених

розв’язками рiвнянь Iто, до мiри, породженої розв’язками стохастичного рiв-

няння з локальним часом.

В даному роздiлi проведенi дослiдження в кiлькох напрямках. По-перше,
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розглядаються рiвняння з локальним часом. По-друге, коефiцiєнти рiвнянь

можуть залежати вiд параметру ε довiльним чином. Ця залежнiсть може

бути нерегулярною: не вимагається, що коефiцiєнти повиннi мати границi

при ε → 0, в окремих точках вони можуть прямувати до нескiнченностi або

не iснувати взагалi.

3.1. Означення та умови

Для довiльного неперервного семiмартингалу X(t) локальний час

LX(t, a) в момент t в точцi a визначається формулою Танака

LX(t, a) = |X(t) − a| − |X(0) − 0| −
∫ t

0

sgn
(
X(s) − a

)
dX(s).

Вiдмiтимо наступну властивiсть локального часу. Для довiльної вимiрної

функцiї h(x), для якої наступнi iнтеграли мають сенс, має мiсце наступна

рiвнiсть [90, VI, наслiдок 1.6]:∫ t

0

h(X(s))d〈M〉s =

∫
h(y)LX(t, y)dy. (3.1.1)

Тут 〈M〉 - неперервний зростаючий процес, асоцiйований з неперервним ло-
кальним мартингалом M(t) iз канонiчного розкладу для неперервного семi-

мартингала X(t).

Еквiвалентним є наступне означення локального часу

LX(t, 0) = lim
δ→0

1

2δ

∫ t

0

I(−δ,δ)(X(s)))d〈M〉s.

Розглянемо одновимiрне стохастичне рiвняння з локальним часом

ξ(t) = x + βLξ(t, 0) +

∫ t

0

(
b(ξ(s)) + g(ξ(s))

)
ds +

∫ t

0

σ(ξ(s))dw(s), (3.1.2)

де β− стала, b(x), g(x), σ(x) - вимiрнi функцiї.
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Означення 3.1.1. Згiдно [67, означення 4.7(1)], рiвняння (3.1.2) має

слабкий розв’язок, якщо для даних функцiй b(x), g(x) i σ(x) та константи

β iснує ймовiрнiсний простiр (Ω,F ,Ft, P) з потоком σ-алгебр Ft, t ≥ 0, непе-

рервний семiмартингал (ξ(t),Ft) i стандартний одновимiрний вiнеровський

процес (w(t),Ft) такi, що

Lξ(t, 0) = lim
δ→0

1

2δ

∫ t

0

I(−δ,δ)(ξ(s))σ
2(ξ(s))ds (3.1.3)

iснує майже напевно i (3.1.2) виконується майже напевно.

Означення 3.1.2. [8, роздiл IV, означення 1.4] Будемо говорити, що

виконується умова слабкої єдиностi (єдиностi за розподiлами, єдиностi в

слабкому сенсi) для рiвняння (3.1.2), якщо для будь-яких двох розв’язкiв ξ та

ξ′ з однаковими початковими розподiлами на R спiвпадають закони розподiлу

процесiв ξ та ξ′ на просторi C[0,∞).

Зауваження 3.1.1. Крiм понять "слабкого розв’язку" та "слабкої єди-

ностi" є ще поняття "сильного розв’язку" i "сильної єдиностi". Їх ми наве-

демо пiзнiше, там, де будемо використовувати (в роздiлах 5 та 6, означення

5.1.1 та 6.3.1). Причому для сильних розв’язкiв поняття "слабкої єдиностi"

та "сильної єдиностi" є еквiвалентними (зауваження 6.3.1).

Будемо говорити, що розв’язки стохастичних рiвнянь слабко збiгаються,

якщо слабко збiгаються мiри, породженi ними.

Розглянемо рiвняння типу (3.1.2) з коефiцiєнтами, що залежать вiд ма-

лого параметру.

ξε(t) = x + βεL
ξε(t, 0)+

∫ t

0

(
bε(ξε(s)) + gε(ξε(s))

)
ds+

+

∫ t

0

σε(ξε(s))dw(s).

(3.1.4)

Нехай με - мiра на (C[0, T ], CT ), породжена процесом ξε. Будемо дослiд-
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жувати слабку збiжнiсть ξε, тобто слабку збiжнiсть мiр με.

Введемо кiлька умов.

Умова (I).

I1. Сталi |βε| < 1. При будь-якому ε > 0 iснує слабкий розв’язок рiвняння,

єдиний в слабкому сенсi.

I2. Пара (gε, aε) ∈ L(λ, Λ), aε(x) = σ2
ε(x).

I3. Для будь-якого x ∈ R ∣∣∣∣∫ x

0

bε(y)

aε(y)
dy

∣∣∣∣ ≤ Λ .

Для вимiрних функцiй g(x), a(x), f(x) введемо такi умови.

Умова (II).

II1. Коефiцiєнт при локальному часi за модулем менший 1.

II2. Функцiї (g, a) ∈ L(λ, Λ).

Умова (III).

III1. f(x) =

⎧⎨⎩ f1(x), x ≤ 0

f2(x), x ≥ 0
;

III2. f1(0) = f2(0) = 0; f ′
1(x) > 0, f ′

2(x) > 0; f ′
1(0) = f1 , f ′

2(0) = f2 ;

III3. Iснують f ′′
1 (x) , f ′′

2 (x) .

3.2. Гранична теорема для рiвнянь Iто

Нехай випадковий процес X(t) є розв’язком рiвняння

X(t) = X(0) +

∫ t

0

α(X(s))ds +

∫ t

0

γ(X(s))dw(s). (3.2.1)
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Будемо вважати, що пара (α, γ2) ∈ L(λ, Λ), тодi згiдно [67, теорема 4.35]

рiвняння (3.2.1) має єдиний слабкий розв’язок.

Для функцiї h(x) через Dh(x) позначимо її симетричну похiдну :

Dh(x) = lim
ε→0

h(x + ε) − h(x − ε)

2ε
;

а якщо ∫
d2H(x)

dx2
h(x)dx =

∫
H(x)nh(dx)

для будь-якої нескiнченно диференцiйованої функцiї H(x) з компактним

носiєм, то будемо називати nh(dx) другою похiдною функцiї h(x) в смислi

розподiлiв.

Тодi для функцiї f(x), для якої iснують Df(x) i nf(dx), та для неперерв-

ного семiмартингалаX(t) з канонiчним розкладомX(t) = X(0)+M(t)+A(t),

де M - неперервний локальний мартингал, а A - неперервний процес скiнчен-

ної варiацiї, має мiсце формула Танака [67, формула 4.3], яка узагальнює

формулу Iто:

f(X(t)) = f(X(0)) +

∫ t

0

Df(X(s))dX(s) +
1

2

∫
LX(t, y)nf(dy). (3.2.2)

Нехай ui(x), i = 1, 2 – двiчi диференцiйованi функцiї i u1(0) = u2(0) = 0,

u′
1(x) > 0, u′

2(x) > 0. Визначимо функцiю u(x) :

u(x) =

⎧⎨⎩ u1(x), x ≤ 0,

u2(x), x ≥ 0,

Позначимо u′
i(0) = ui, v(x) = u−1(x) Тодi маємо:

Du(x) =
1

2
(u′

2(x) + u′
1(x)) +

1

2
(u′

2(x) − u′
1(x))sgnx;

nu(dx) = (u2 − u1)δ0(x)dx + Au(x)dx;
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де Au(x) = 1
2 [(u

′′
2(x)+u′′

1(x))+(u′′
2(x)−u′′

1(x))sgnx], δ0(x)−δ-функцiя Дiрака,

що зосереджена в 0.

Лема 3.2.1. Нехай Y (t) = u(X(t)). Тодi

LY (t, 0) =
u1 + u2

2
LX(t, 0), (3.2.3)

Y (t) = Y (0) +
u2 − u1

u2 + u1
LY (t, 0) +

∫ t

0

α̂(Y (s))ds +

∫ t

0

γ̂(Y (s))dw, (3.2.4)

де α̂(x) = Du(v(x))α(v(x)) + 1
2γ

2(v(x))Au(v(x)) , γ̂(x) = Du(v(x))γ(v(x)).

� Для функцiї u(x), процесу X(t) з формули Танака маємо :

Y (t) =Y (0) +

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]
ds+

+

∫ t

0

Du(X(s))γ(X(s))dw +
u2 − u1

2
LX(t, 0).

(3.2.5)

Враховуючи, що X(s) = v(Y (s)), (3.2.4) буде випливати з (3.2.5) i (3.2.3).

Доведемо (3.2.3). Для цього застосуємо (3.2.2) до процесу (3.2.1) i функцiї

u(x) = |u(x)|. Маємо :

Du(x) =
1

2

(
u′

2(x) − u′
1(x)

)
+

1

2

(
u′

2(x) + u′
1(x)

)
sgnx;

nu(dx) = (u2 + u1)δ0(x)dx + Âu(x)dx;

тут Âu(x) = 1
2

[(
u′′

2(x) − u′′
1(x)

)
+
(
u′′

2(x) + u′′
1(x)

)
sgnx

]
. Пiдставляємо :

|Y (t)| = |Y (0)|+

+

t∫
0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Âu(X(s))

]
ds+

+

t∫
0

Du(X(s))γ(X(s))dw +
u2 + u1

2
LX(t, 0) .

(3.2.6)

28



З формул (3.2.2) i (3.2.6) отримаємо

LY (t, 0) =
u2 + u1

2
LX(t, 0)+

+

∫ t

0

[Du(X(s))α(X(s)) +
1

2
γ2(X(s))Âu(X(s))]ds+

+

∫ t

0

Du(X(s))γ(X(s))dw −
∫ t

0

sgnY (s)dY (s).

Останнiй iнтеграл правої частини цiєї рiвностi виразимо з (3.2.5) i врахуємо,

що sgnX(s) = sgnY (s) :

LY (t, 0) =
u2 + u1

2
LX(t, 0)+

+

∫ t

0

[Du(X(s))α(X(s)) +
1

2
γ2(X(s))Âu(X(s))]ds+

+

∫ t

0

Du(X(s))γ(X(s))dw +

∫ t

0

u2 − u1

2
sgnX(s)LX(ds, 0)−

−
∫ t

0

sgnX(s)[Du(X(s))α(X(s)) +
1

2
γ2(X(s))Au(X(s))]ds−

−
∫ t

0

sgnX(s)Du(X(s))γ(X(s))dw.

(3.2.7)

Оскiльки функцiя LX(s, 0) зростає лише в тих точках, де X(s) = 0, то
t∫

0

sgnX(s)LX(ds, 0) = 0. Групуючи доданки, продовжимо перетворення в

(3.2.7): ∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Âu(X(s))−

−sgnX(s)
[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]]
ds+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))γ(X(s)) − sgnX(s)Du(X(s))γ(X(s))

]
dw =

=

∫ t

0

[
α(X(s))

(
u′

2(X(s)) − u′
1(X(s))

2
+

u′
2(X(s)) + u′

1(X(s))

2
sgnX(s)−

−
(u′

2(X(s)) + u′
1(X(s))

2
+

u′
2(X(s)) − u′

1(X(s))

2
sgnX(s)

)
sgnX(s)

)
+
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+
1

4
γ2(X(s))

{((
u′′

2(X(s)) − u′′
1(X(s))

)
+
(
u′′

2(X(s)) + u′′
1(X(s))

)
sgnX(s)

)
−

−
((

u′′
2(X(s)) + u′′

1(X(s))
)

+
(
u′′

2(X(s)) − u′′
1(X(s))

)
sgnX(s)

)}
sgnX(s)

]
ds+

+

∫ t

0

γ(X(s))

[
u′

2(X(s)) − u′
1(X(s))

2
+

u′
2(X(s)) + u′

1(X(s))

2
sgnX(s)−

−
(u′

2(X(s)) + u′
1(X(s))

2
+

u′
2(X(s)) − u′

1(X(s))

2
sgnX(s)

)
sgnX(s)

]
dw =

=

∫ t

0

(
α(X(s))I{0}(X(s))

u′
2(X(s)) − u′

1(X(s))

2
+

+
1

4
γ2(X(s))I{0}(X(s))

(
u′′

2(X(s)) − u′′
1(X(s))

))
ds+

+

∫ t

0

I{0}(X(s))
u′

2(X(s)) − u′
1(X(s))

2
γ(X(s))dw =

=
1

4

∫ t

0

I{0}(X(s))γ2(X(s))(u′′
2(X(s)) − u′′

1(X(s))ds+

+

∫ t

0

I{0}(X(s))
u′

2(X(s)) − u′
1(X(s))

2
dX(s) =

=
1

4
γ2(0)

(
u′′

2(0) − u′′
1(0)

) ∫ t

0

I{0}(X(s))ds +
u2 − u1

2

∫ t

0

I{0}(X(s))dX(s) = 0 ,

оскiльки
∫ t

0 I{0}(X(s))dX(s) = 0 (це випливає з [16, лема 5, стор. 590]), а

також маємо :∫ t

0

I{0}(X(s))dX(s) =

∫ t

0

I{0}(X(s))
α(X(s))

γ2(X(s))
γ2(X(s))ds =

=

∫
R

I{0}(y)
α(y)

γ2(y)
LX(t, y)dy = 0 .

Перша рiвнiсть - це результат [90, стор. 217], а друга випливає з (3.1.1). �

Для |β| < 1 введемо функцiю

κ(x) =

⎧⎨⎩ (1 − β)x, x ≤ 0

(1 + β)x, x ≥ 0
; (3.2.8)
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i ϕ(x) - обернену до κ(x). Будемо позначати :

g̃(x) =
g(κ(x))

1 + βsgnx
, σ̃(x) =

σ(κ(x))

1 + βsgnx
, ã(x) = σ̃2(x) . (3.2.9)

Розглянемо тепер два рiвняння:

ξ(t) = x + βLξ(t, 0) +

∫ t

0

g(ξ(s))ds +

∫ t

0

σ(ξ(s))dw(s), (3.2.10)

ζ(t) = ϕ(x) +

∫ t

0

g̃(ζ(s))ds +

∫ t

0

σ̃(ζ(s))dw(s). (3.2.11)

Вiдомо [11], що за умови II2 рiвняння (3.2.11) має слабко єдиний слабкий

розв’язок. З леми 3.2.1 випливає наступна лема, що вiдiграє важливу роль в

дослiдженнi стохастичних рiвнянь з локальним часом.

Лема 3.2.2. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (3.2.10) виконується

умова (II). Тодi процес κ(ζ(t)) є розв’язком рiвняння (3.2.10).

З лем 3.2.1 i 3.2.2 для введеної ранiше (перед лемою 3.2.1) функцiї u

випливає

Лема 3.2.3. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (3.2.10) виконується

умова (II). Тодi процес η(t) = u(ξ(t)) задовольняє рiвнянню

η(t) =u(x) +
u2 − u1 + β(u2 + u1)

u2 + u1 + β(u2 − u1)
Lη(t, 0)+

+

∫ t

0

g∗(η(s))ds +

∫ t

0

σ∗(η(s))dw(s),

(3.2.12)

де

g∗(x) = Du(u−1(x))g(u−1(x)) +
σ2(u−1(x))

2
Au(u

−1(x)),

σ∗(x) = Du(u−1(x))σ(u−1(x)).

� Зауважимо, що η(t) = u(ξ(t)) = u(κ(ζ(t))) = τ(ζ(t)) , де

τ(x) = u(κ(x)) =

⎧⎨⎩ u1

(
(1 − β)x

)
, x ≤ 0

u2

(
(1 + β)x

)
, x ≥ 0

.
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Тодi τ1(0) = τ2(0) = 0 ; τ ′
1(x) = (1 − β)u′

1

(
(1 − β)x

)
> 0 , τ ′

2(x) > 0 ;

τ ′
1(0) = τ1 = (1 − β)u1 , τ ′

2(0) = τ2 = (1 + β)u2 ; iснує τ−1(x) = ϕ(u−1(x)) ;

iснують τ ′′
1 (x) , τ ′′

2 (x) .

Далi: Dτ(x) = (1 + βsgnx)Du(κ(x)); Aτ(x) = (1 + βsgnx)2Au(κ(x));

nτ(dx) = (τ2 − τ1)δ0(x)dx + (1 + βsgnx)2Au(κ(x))dx.

Отже, виконуються вимоги леми 3.2.1, застосованої до рiвнянь (3.2.11)

та (3.2.12) з функцiєю τ(x), звiдки

α̂(x) = Dτ(τ−1(x))g̃(τ−1(x)) +
1

2
σ̃2(τ−1(x))Aτ(τ

−1(x)) =

= (1 + βsgnτ−1(x))Du(κ(τ−1(x)))
g(κ(τ−1(x)))

1 + βsgnτ−1(x)
+

+
σ2(κ(τ−1(x)))

2(1 + βsgn(τ−1(x)))2
(1 + βsgnτ−1(x))2Au(κ(τ−1(x))) =

= Du(u−1(x))g(u−1(x)) +
σ2(u−1(x))

2
Au(u

−1(x)) = g∗(x);

γ̂(x) = Dτ(τ−1(x))σ̃(τ−1(x)) =

= (1 + βsgnτ−1(x))Du(κ(τ−1(x)))
σ(κ(τ−1(x)))

1 + βsgnτ−1(x)
=

= Du(u−1(x))σ(u−1(x)) = σ∗(x).

Застосувавши вказану лему 3.2.1, отримаємо твердження даної леми. �

Розглянемо наступне рiвняння Iто

vε(t) = x +

∫ t

0

(
bε(vε(s)) + gε(vε(s))

)
ds +

∫ t

0

σε(vε(s))dw(s). (3.2.13)

Нехай для коефiцiєнтiв (3.2.13) виконується умова (I); процесу vε на просторi

(C[0, T ], CT ) вiдповiдає мiра νε.

Введемо функцiї

Fε(x) = exp
{
− 2

x∫
0

bε(y)

aε(y)
dy
}

, fε(x) =

x∫
0

Fε(y)dy. (3.2.14)
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Оскiльки fε(x), як функцiя x, монотонно зростає, то вона має обернену функ-

цiю, яку будемо позначати f−1
ε (x). Припустимо, що

lim
ε→0

fε(x) = f(x) =

⎧⎨⎩ f1(x), x ≤ 0

f2(x), x ≥ 0
. (3.2.15)

За умови I3 границя в (3.2.15) iснує рiвномiрно на компактах. Тодi рiв-

номiрно на компактах lim
ε→0

f−1
ε (x) = f−1(x) i f−1(x) є оберненою функцiєю до

функцiї f(x).

Гранична мiра ν на (C[0, T ], CT ) буде вiдповiдати процесу

v(t) = x + αLv(t, 0) +

∫ t

0

g(v(s))ds +

∫ t

0

σ(v(s))dw(s). (3.2.16)

Теорема 3.2.1. Нехай для коефiцiєнтiв рiвнянь (3.2.13), (3.2.16) та

функцiї f(x) з (3.2.15) виконуються умови (I), (II), (III) вiдповiдно. Для

того, щоб νε ⇒ ν при ε → 0 необхiдно й достатньо, щоб виконувались

наступнi умови:

i)
∗ α =

f1 − f2

f1 + f2
;

ii)
∗ lim

ε→0

x∫
0

1

Fε(y)aε(y)
dy =

x∫
0

1

a(y)Df(y)
dy для всiх x ∈ R;

iii)
∗ lim

ε→0

x∫
0

gε(y)

aε(y)
dy =

x∫
0

[g(y)

a(y)
+

1

2

Af(y)

Df(y)

]
dy для всiх x ∈ R.

Доведення. Нехай процес πε(t) = fε(vε(t)) i ςε - мiра, що вiдповiдає йому

на (C[0, T ], Ct). З формули Iто випливає, що процес πε(t) задовольняє рiвнян-

ня

πε(t) = πε(0) +

∫ t

0

ĝε(πε(s))ds +

∫ t

0

σ̂ε(πε(s))dw(s). (3.2.17)

Тут ĝε(x) = Fε(f
−1
ε (x))gε(f

−1
ε (x)) , σ̂ε(x) = Fε(f

−1
ε (x))σε(f

−1
ε (x)). Нехай

π(t) = f(v(t)) i ς - мiра, що вiдповiдає π на (C[0, T ], Ct).
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Згiдно [42, лема 5], треба перевiрити, що умови i)*, ii)*, iii)* необхiднi

й достатнi для слабкої збiжностi мiр ςε до мiри ς . В силу умови (I) пара

(ĝε, σ̂ε
2) ∈ L(k,K) з деякими константами k, K.

З леми 3.2.3 випливає, що процес π(t) = f(v(t)) задовольняє рiвнянню

(3.2.12) з вiдповiдним виразом для коефiцiєнта при локальному часi (з замi-

ною констант u1, u2, β на f1, f2, α, вiдповiдно):

π(t) = π(0) +
f2 − f1 + α(f2 + f1)

f2 + f1 + α(f2 − f1)
Lπ(t, 0) +

∫ t

0

ĝ(π(s))ds +

∫ t

0

σ̂(π(s))dw(s).

ĝ(x) = Df(f−1(x))g(f−1(x)) +
σ2(f−1(x))

2
Af(f

−1(x)),

σ̂(x) = Df(f−1(x))σ(f−1(x)).

З iншого боку, з результатiв роботи [40] випливає, що граничний процес для

πε(t) може бути лише розв’язком рiвняння Iто, тобто з коефiцiєнтом 0 при

локальному часi. Звiдси можемо отримати значення для константи α - тому

виконується умова i)*.

Враховуючи це, з [40, теорема 1] отримаємо, що наступнi умови необхiднi

й достатнi для збiжностi ςε ⇒ ς :∫ x

0

1

σ̂ε
2(y)

dy =

∫ x

0

1

F 2
ε (f−1

ε (y))aε(f−1
ε (y))

dy =

∫ f−1
ε (x)

0

1

Fε(z)aε(z)
dz →

→
∫ f−1(x)

0

1

Df(z)a(z)
dz =

∫ x

0

1

a(f−1(y))
[
Df(f−1(y))

]2dy =

∫ x

0

1

σ̂2(y)
dy ;

∫ x

0

ĝε(y)

σ̂ε
2(y)

dy =

∫ x

0

gε(f
−1
ε (y))

Fε(f−1
ε (y))aε(f−1

ε (y))
dy =

∫ f−1
ε (x)

0

gε(z)

aε(z)
dz →

→
∫ f−1(x)

0

[g(z)

a(z)
+

1

2

Af(z)

Df(z)

]
dz =

=

∫ x

0

[g(f−1(y))

a(f−1(y))
+

1

2

Af(f
−1(y))

Df(f−1(y))

] dy

Df(f−1(y))
=
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=

∫ x

0

[ g(f−1(y))

a(f−1(y))Df(f−1(y))
+

1

2

Af(f
−1(y))[

Df(f−1(y))
]2]dy =

∫ x

0

ĝ(y)

σ̂2(y)
dy ,

що еквiвалентно умовам ii)*, iii)*. Теорему 3.2.1 доведено.

3.3. Гранична теорема для рiвнянь з локальним ча-

сом

Розглядаємо рiвняння з локальним часом (3.1.4). Нехай ξ(t) буде слабким

розв’язком рiвняння

ξ(t) = x + γLξ(t, 0) +

t∫
0

g(ξ(s))ds +

t∫
0

σ(ξ(s))dw(s). (3.3.1)

З [67, теорема 4.35] випливає, що в умовах наступної теореми рiвняння (3.3.1)

має слабко єдиний слабкий розв’язок. Позначимо мiру, породжену процесом

ξ на просторi (C[0, T ], CT ), через μ.

Теорема 3.3.1. Нехай для коефiцiєнтiв рiвнянь (3.1.4), (3.3.1) та

функцiї f(x) з (3.2.15) виконуються вiдповiдно умови (I), (II),(III) i βε −→ β

при ε → 0. Для того, щоб με ⇒ μ необхiдно й достатньо, щоб виконувались

наступнi умови:

i) γ =
f1 − f2 + β(f1 + f2)

f1 + f2 + β(f1 − f2)
;

ii) lim
ε→0

x∫
0

1

Fε(y)aε(y)
dy =

x∫
0

1

a(y)Df(y)
dy для всiх x ∈ R;

iii) lim
ε→0

x∫
0

gε(y)

aε(y)
dy =

x∫
0

[g(y)

a(y)
+

1

2

Af(y)

Df(y)

]
dy для всiх x ∈ R.

Доведення. Аналогiчно формулам (3.2.8)-(3.2.9), для |βε| < 1 введемо функцiї

κε,ϕε, g̃ε, σ̃ε, ãε: κε(x) =

⎧⎨⎩ (1 − βε)x, x ≤ 0

(1 + βε)x, x ≥ 0
; ϕε(x) - обернена функцiя до
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κε(x),

g̃ε(x) =
gε(κε(x))

1 + βεsgnx
, b̃ε(x) =

bε(κε(x))

1 + βεsgnx
, σ̃ε(x) =

σε(κε(x))

1 + βεsgnx
, ãε(x) = σ̃2

ε(x).

Введемо процес ηε(t) - розв’язок рiвняння

ηε(t) = ϕε(x) +

∫ t

0

(
b̃ε(ηε(s)) + g̃ε(ηε(s))

)
ds +

∫ t

0

σ̃ε(ηε(s))dw(s).

Позначимо F̃ε(x) = exp
{
− 2

x∫
0

b̃ε(y)
ãε(y)dy

}
, f̃ε(x) =

x∫
0

F̃ε(y)dy. Тодi

F̃ε(x) = exp
{
− 2

x∫
0

bε(κε(y))

aε(κε(y))
(1 + βεsgny)dy

}
= Fε(κε(x));

f̃ε(x) =

x∫
0

F̃ε(y)dy =

x∫
0

Fε(κε(y))dy =

κε(x)∫
0

Fε(z)

1 + βεsgnz
dz =

fε(κε(x))

1 + βεsgnx
.

З того що lim
ε→0

βε = β i lim
ε→0

fε(x) = f(x) =

⎧⎨⎩ f1(x), x ≤ 0

f2(x), x ≥ 0
, маємо, що

lim
ε→0

f̃ε(x) = lim
ε→0

fε(κε(x))

1 + βεsgnx
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f1(κ(x))

1 − β
, x ≤ 0

f2(κ(x))

1 + β
, x ≥ 0

=

=

⎧⎨⎩ f̃1(x), x ≤ 0

f̃2(x), x ≥ 0
= f̃(x).

Значить:

f̃1(0) = f̃2(0) = 0 ; f̃ ′
1(x) = f ′

1(κ(x)) , f̃ ′
2(x) = f ′

2(κ(x)) , f̃ ′
1(0) = f̃1 = f1 ,

f̃ ′
2(0) = f̃2 = f2 ; iснують f̃ ′′

1 (x) = (1 − β)f ′′
1 (κ(x)) , f̃ ′′

2 (x) = (1 + β)f ′′
2 (κ(x));

iснує f̃−1(x) = ϕ(f−1(κ(x))).

Згiдно з лемою 3.2.2, ξε(t) = κε(ηε(t)) - розв’язок рiвняння (3.1.4). З

теореми 3.2.1 випливає, що ϑε - мiри, породженi ηε, збiгаються до ϑ - мiри,
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породженої η, при виконаннi умов теореми 3.2.1 вiдносно коефiцiєнтiв η(t),

де η(t) вiдповiдно задовольняє рiвнянню

η(t) = ϕ(x) + αLη(t, 0) +

∫ t

0

g̃(η(s))ds +

∫ t

0

σ̃(η(s))dw(s).

Далi

Df̃(x) =
f̃ ′

2(x) + f̃ ′
1(x)

2
+

f̃ ′
2(x) − f̃ ′

1(x)

2
sgnx = Df(κ(x));

nf̃(dx) = (f̃ ′
2(0) − f̃ ′

1(0))δ0(x)dx +
1

2
Af̃(x)dx = (f2 − f1)δ0(x)dx+

+
1

2

[(
(1 + β)f ′′

2 (κ(x)) + (1 − β)f ′′
1 (κ(x))

)
+

+
(
(1 + β)f ′′

2 (κ(x)) − (1 − β)f ′′
1 (κ(x))

)
sgnx

]
dx =

= (f2 − f1)δ0(x)dx +
(1 + βsgnx)

2
Af(κ(x))dx ,

звiдки Af̃(x) = (1 + βsgnx)Af(κ(x)).

Отже з вимог теореми 3.3.1 випливає, що виконуються вимоги теореми

3.2.1. Тепер перевiримо, що з умов теореми 3.3.1 випливають умови i)*, ii)*,

iii)* теореми 3.2.1. Маємо :

i)* : α =
f̃1 − f̃2

f̃1 + f̃2

=
f1 − f2

f1 + f2
;

Отже, умова i)* випливає з умови i).

ii)* : lim
ε→0

x∫
0

1

F̃ε(y)ãε(y)
dy = lim

ε→0

x∫
0

(1 + βεsgny)2

Fε(κε(y))aε(κε(y))
dy =

= lim
ε→0

κε(x)∫
0

(1 + βεsgnz)

Fε(z)aε(z)
dz = ( як випливає з умови ii) )

=

κ(x)∫
0

1 + βsgny

a(y)Df(y)
dy =

x∫
0

(1 + βsgnz)2

a(κ(z))Df(κ(z))
dz =

x∫
0

dz

ã(z)Df̃(z)
.

Отже умова ii)* рiвносильна умовi ii).
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iii)* : lim
ε→0

x∫
0

g̃ε(y)

ãε(y)
dy = lim

ε→0

x∫
0

gε(κε(y))(1 + βεsgny)

aε(κε(y))
dy =

= lim
ε→0

κε(x)∫
0

gε(z)

aε(z)
dz = ( як випливає з iii) ) =

κ(x)∫
0

[g(y)

a(y)
+

1

2

Af(y)

Df(y)

]
dy =

=

x∫
0

[g(κ(z))

a(κ(z))
+

1

2

Af(κ(z))

Df(κ(z))

]
(1 + βsgnz)dz =

x∫
0

[ g̃(z)

ã(z)
+

1

2

Af̃(z)

Df̃(z)

]
dz.

Отже умова iii)* рiвносильна умовi iii).

Таким чином, має мiсце твердження теореми 3.2.1 щодо умов слабкої

збiжностi мiр, породжених процесами ηε, до мiри, породженої процесом η.

Далi, оскiльки κε(x) i ϕε(x) збiгаються рiвномiрно на компактах до їхнiх

вiдповiдних границь κ(x) i ϕ(x), то ξ(t) = κ(η(t)) - граничний процес для

ξε(t). Згiдно лемi 3.2.2, η(t) = κα(ζ(t)) , де

κα(x) =

⎧⎨⎩ (1 − α)x, x ≤ 0

(1 + α)x, x ≥ 0
, i ϕα(x) - обернена до κα(x),|α| < 1; процес ζ(t)

задовольняє рiвнянню

ζ(t) = ϕα(ϕ(x)) +

∫ t

0

g∗(ζ(s))ds +

∫ t

0

σ∗(ζ(s))dw(s),

де g∗(x) =
g̃(κα(x))

1 + αsgnx
; σ∗(x) =

σ̃(κα(x))

1 + αsgnx
.

Значить ξ(t) = κ(η(t)) = κ(κα(ζ(t))) = θ(ζ(t)), де

θ(x) = κ(κα(x)) =

⎧⎨⎩ (1 − α)(1 − β)x, x ≤ 0

(1 + α)(1 + β)x, x ≥ 0
, а обернена до неї функцiя

θ−1(x) = ϕα(ϕ(x)). Далi, Aθ(x) = 0. Тодi, за лемою 3.2.1 будемо мати:

ξ(t) = θ(ζ(t)) =

= κ(κα(ϕα(ϕ(x)))) +
(1 + β)(1 + α) − (1 − β)(1 − α)

(1 + β)(1 + α) + (1 − β)(1 − α)
Lξ(t, 0)+
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+

t∫
0

Dθ(θ−1(ξ(s)))g∗(θ−1(ξ(s)))ds +

t∫
0

Dθ(θ−1(ξ(s)))σ∗(θ−1(ξ(s)))dw(s) .

Далi врахуємо те, що Dθ(x) = (1+αsgnx)(1+βsgnx), використаємо власти-

востi функцiй θ−1, f̃−1 i Af̃ та пiдставимо функцiї g
∗ i σ∗. Будемо мати (для

спрощення запису будемо писати пiд iнтегралами ξ замiсть ξ(s) ):

ξ(t) = x +
α + β

1 + αβ
Lξ(t, 0)+

+

∫ t

0

[
(1 + αsgnξ)(1 + βsgnξ)

g̃(κα(ϕα(ϕ(ξ))))

1 + αsgnξ

]
ds+

+

∫ t

0

(1 + αsgnξ)(1 + βsgnξ)
σ̃
(
κα

(
ϕα(ϕ(ξ))

))
1 + αsgnξ

dw =

= x +
α + β

1 + αβ
Lξ(t, 0) +

∫ t

0

(1 + βsgnξ)g̃(ϕ(ξ))ds +

∫ t

0

(1 + βsgnξ)σ̃(ϕ(ξ))dw =

= x +
α + β

1 + αβ
Lξ(t, 0) +

∫ t

0

g(ξ(s))ds +

∫ t

0

σ(ξ(s))dw(s).

Пiдставимо тепер значення коефiцiєнту α, отримане з теореми 3.2.1 –

α =
f1 − f2

f1 + f2
– в вираз

α + β

1 + αβ
– отримуємо формулювання умови i):

α + β

1 + αβ
=

f1 − f2 + β(f1 + f2)

f1 + f2 + β(f1 − f2)
.

Остаточно граничний процес ξ(t) має вигляд :

ξ(t) = x + γLξ(t, 0) +

t∫
0

g(ξ(s))ds +

t∫
0

σ(ξ(s))dw(s).

Теорему 3.3.1 доведено.
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3.4. Приклад

Приклад. Дослiдимо збiжнiсть розв’язкiв стохастичних рiвнянь :

ξε(t) =x + βεL
ξε(t, 0) +

1

ε

∫ t

0

b
(ξε(s)

ε

)
+

+

∫ t

0

g
(ξε(s)

ε

)
ds +

∫ t

0

σ
(ξε(s)

ε

)
dw(s).

(3.4.1)

Припустимо, що βε → β при ε → 0 i∣∣∣∣∣
x∫

0

b(y)

a(y)
dy

∣∣∣∣∣ < Const ,

0∫
−∞

b(y)

a(y)
dy = B1 ,

∞∫
0

b(y)

a(y)
dy = B2

та iснують границi

lim
|x|→∞

1

x

x∫
0

g(y)

a(y)
dy = A1 , lim

|x|→∞
1

x

x∫
0

dy

a(y)
= A2 > 0 .

Тодi виконуються умови теореми 3.3.1 i

f1 = exp(2B1), f2 = exp(−2B2), γ =
β + th(B1 + B2)

1 + βth(B1 + B2)
,

a(x) =
1

A2
, g(x) =

A1

A2
, Af(x) ≡ 0.

Тому граничним процесом для розв’язкiв (3.4.1) буде процес

ξ(t) = x +
β + th(B1 + B2)

1 + βth(B1 + B2)
Lξ(t, 0) +

A1

A2
t +

1√
A2

w(t). (3.4.2)

Висновки до роздiлу 3. В даному роздiлi доведена слабка збiжнiсть

мiр, породжених розв’язками стохастичних рiвнянь Iто або стохастичних рiв-

нянь з локальним часом, коефiцiєнти яких нерегулярно залежать вiд пара-

метру, що прямує до нуля. Встановленi необхiднi й достатнi умови цiєї збiж-

ностi. Виписанi рiвняння для граничних процесiв.
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РОЗДIЛ 4

ПРИНЦИП ВЕЛИКИХ ВIДХИЛЕНЬ

ДЛЯ МIР, ПОРОДЖЕНИХ РОЗВ’ЯЗКАМИ

СТОХАСТИЧНИХ РIВНЯНЬ

В даному роздiлi дослiджуються принцип великих вiдхилень (означення

дамо нижче в пунктi 4.1) для мiр, породжених розв’язками одновимiрних

стохастичних рiвнянь з локальним часом та малою дифузiєю виду

ξε(t) = x + βLξε(t, 0) +

∫ t

0

b(ξε(s))ds + ε

∫ t

0

σ(ξε(s))dw(s). (4.0.1)

Якщо β = 0, то це рiвняння перетворюється у рiвняння Iто. Принцип

великих вiдхилень {ξε, ε > 0} для рiвнянь Iто – це добре вiдомий результат
для рiзних класiв коефiцiєнтiв. Так, для гладких коефiцiєнтiв це є результати

класичної роботи А. Д. Вєнтцєля, М. I. Фрєйдлiна [9]. Декiлька робiт рiзних

авторiв присвячено вивченню принципу великих вiдхилень для розв’язкiв

стохастичних рiвнянь Iто з розривними коефiцiєнтами. В роботах Т. С. Чанга,

С. Дж. Ш’ю [65], [66] було розглянуто d−вимiрну дифузiю з коефiцiєнтами,
якi є неперервними всюди, за виключенням (d − 1)−вимiрної гiперплощини
{x ∈ Ed : x1 > 0}.

Для вивчення рiвняння (4.0.1) для β �= 0, будемо застосовувати метод,

запропонований в роботах Х.-Й. Енгельберта, В. Шмiдта [67, Proposition 4.9],

Дж. М. Харрiсона, Л. А. Шеппа [69], Ж.-Ф. Ле Галла [83, Proposition 2.2], С.

Я. Махна [42], [85] за допомогою якого можна звести рiвняння з локальним

часом до рiвняння Iто. Зауважимо, що навiть якщо коефiцiєнти в рiвняннi

(4.0.1) є неперервними, коефiцiєнти вiдповiдного рiвняння Iто, взагалi ка-
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жучи, будуть розривними. Тому будемо використовувати iдеї, застосованi в

роботах [65], [66]. Але для прямого застосування цих результатiв необхiдне

iснування двох обмежених похiдних у коефiцiєнтiв рiвняння. В пунктi 4.3 ми

ослабимо цi умови до умови Лiпшиця.

В даному роздiлi проведенi дослiдження в кiлькох напрямках. По-перше,

вiд коефiцiєнтiв рiвнянь Iто для обгрунтування принципу великих вiдхилень

будемо вимагати умови Лiпшиця на пiвосях. По-друге, встановлено принцип

великих вiдхилень для мiр, породжених парою з розв’язку стохастичного рiв-

нянь з локальним часом та з малим коефiцiєнтом дифузiї i часу знаходження

цього розв’язку в додатнiй пiвплощинi.

4.1. Означення та умови

Для коефiцiєнтiв рiвняння (4.0.1) введемо наступну умову:

Умова (IV).

IV1. Константа |β| < 1.

IV2. Функцiї b(x) i σ(x) вимiрнi, a(x) = σ2(x) та (b, a) ∈ L(λ, Λ).

IV3. Для функцiй b(x) i a(x) має мiсце умова Лiпшиця на пiвосях (−∞, 0) та

(0, +∞).

Зауважимо, що за умов IV1 i IV2 iснує слабко єдиний слабкий розв’язок

рiвняння (4.0.1) [67, теорема 4.35].

Для функцiї f ∈ C[0, T ] або f ∈ C[0,∞) будемо писати g ∈ H+(f), якщо
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g є абсолютно неперервною функцiєю з похiдною ġ(t) такою, що

ġ(t)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
= 0, якщоf(t) < 0,

= 1, якщоf(t) > 0,

∈ [0, 1], якщоf(t) = 0.

Зрозумiло, що з того, що g ∈ H+(f) випливає, що g ∈ AC
+[0,∞).

Означення 4.1.1. Нехай (X,B(X)) - метричний простiр з метрикою ρ

та борелiвською σ-алгеброю B(X). Функцiонал I(x) : X → [0,∞] називається

функцiоналом дiї, якщо вiн напiвнеперервний знизу, I(x) �≡ ∞ та такий, що

для будь-якого a > 0 множина {x : I(x) ≤ a} є компактом.
Наведемо тепер означення принципу великих вiдхилень.

Нормуючим коефiцiєнтом k(ε) є така додатня функцiя, що

lim
ε→0

k(ε) = +∞.

Означення 4.1.2. [9, стор.118] Будемо говорити, що сiм’я ймовiрнiсних

мiр {με}, ε > 0 на просторi X з борелiвською σ-алгеброю B(X) задовольняє

принципу великих вiдхилень з нормуючим коефiцiєнтом k(ε) та функцiона-

лом дiї I(x), якщо виконуються наступнi умови

a) для будь-якої вiдкритої множини G ∈ B(X),

lim inf
ε→0

1

k(ε)
ln με(G) ≥ − inf{I(x), x ∈ G};

b) для будь-якої замкненої множини F ∈ B(X),

lim sup
ε→0

1

k(ε)
ln με(F ) ≤ − inf{I(x), x ∈ F}.

В даному роздiлi нормуючий коефiцiєнт дорiвнює k(ε) =
1

ε2
.

Сформулюємо принцип стиснення (contraction principle), який вiдiграє

важливу роль в подальших дослiдженнях.
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Пропозицiя 4.1.1. [9, теорема 5.3.1] Нехай мiри {με} на просторi X, що
породженi випадковими елементами {Xε}, задовольняють принципу великих
вiдхилень з функцiоналом дiї I(x) i нехай F (x) - неперервне вiдображення зX

в X ′. Тодi мiри {μ′
ε} на X ′, що породженi випадковими елементами {F (Xε)},

задовольняють принципу великих вiдхилень з функцiоналом дiї

I ′(x) = inf
y : F (y)=x

{I(y)}.

Вiдмiтимо ще таку властивiсть, доведення якої належить О. М. Кулику:

Властивiсть 4.1.1. Для абсолютно неперервної функцiї φ : R → R

Leb
(
s ∈ [0, T ] : φ(s) = 0, φ̇(s) �= 0

)
= 0.

� Доведення фактично повторює доведення [82, теорема 2.1]. Має мiсце

наступний факт: для довiльного ε > 0 iснує функцiя fε ∈ C
1([0, T ]) така, що

Leb
(
s ∈ [0, T ] : f(s) �= fε(s) або f ′(s) �= f ′

ε(s)
)

< ε.

Подальше доведення випливає з ряду загальних фактiв з аналiзу, наведених

в [52], див. [82, лема 3.3] i мiркування пiсля неї. �

Означення 4.1.3. Через uε(t) =
∫ t

0 I(0,∞)(ξε(s))ds будемо позначати час

знаходження (occupation time) процесу ξε(t) в додатнiй пiвплощинi.
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4.2. Принцип великих вiдхилень для мiр, породже-

них розв’язками рiвнянь Iто

Нехай Bi(x), i = 1, 2, x ∈ R - вимiрнi обмеженi функцiї, а B3 - константа.

Визначимо функцiю

B(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
B1(x), якщо x < 0,

B3, якщо x = 0,

B2(x), якщо x > 0.

(4.2.1)

Визначимо процес xε(t) як розв’язок стохастичного рiвняння

xε(t) = x +

∫ t

0

B(xε(s))ds + εw(t),

i покладемо vε(t) =

∫ t

0

I(0,∞)(xε(s))ds =

∫ t

0

v̇ε(s)ds. Будемо розглядати прин-

цип великих вiдхилень для мiр, породжених парою процесiв (xε, vε).

Визначимо функцiю B̃(x) :

B̃(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
B1(x), якщо x ≤ 0,

B2(x), якщо x > 0,
(4.2.2)

i розглянемо рiвняння

x̃ε(t) = x +

∫ t

0

B̃(x̃ε(s))ds + εw(t).

Нехай ṽε(t) =
∫ t

0 I(0,∞)(x̃ε(s))ds.

Принцип великих вiдхилень на [0, T ] для пари (x̃ε, ṽε) було доведено в

[65, теорема 2.1]. Беручи до уваги, що обидва процеси xε i x̃ε проводять нульо-

вий час в точцi 0, то мiри, породженi цими процесами на просторi (C[0, T ], CT )

спiвпадають. Це означає, що принцип великих вiдхилень на [0, T ] для (xε, vε)
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теж має мiсце. Однак, як вже було сказано на початку даного роздiлу, вимо-

гою згаданої теореми є iснування двох обмежених похiдних функцiй Bi(x).

Послабимо цю умову.

Теорема 4.2.1. Нехай функцiя B1(x) задовольняє умову Лiпшиця при

x < 0, i нехай B2(x) задовольняє умову Лiпшиця при x > 0. Тодi мiра με,

породжена парою процесiв (xε, vε), на просторi C∞ задовольняє принципу

великих вiдхилень з функцiоналом дiї

Ix
∞(φ, ψ) =

∫ ∞

0

M(φ(s), φ̇(s), ψ̇(s))ds, де

M(φ, φ̇, ψ̇) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
φ̇ − B(φ)

)2

, якщо φ(s) �= 0

1

2

(
B2(0)ψ̇ + B1(0)(1 − ψ̇)

)2

,
якщо φ(s) = 0 i

B1(0) > B2(0)

1

2

(
B2

2(0)ψ̇ + B2
1(0)(1 − ψ̇)

)
,
якщо φ(s) = 0 i

B1(0) ≤ B2(0)

(4.2.3)

для абсолютно неперервних функцiй φ таких, що φ(0) = x,∫∞
0

(
φ̇(s)

)2
ds < ∞ та абсолютно неперервних функцiй ψ ∈ H+(φ),

ψ(0) = 0. Для всiх iнших пар (φ, ψ) покладемо Ix
∞(φ, ψ) = ∞.

Наслiдок 4.2.1. Нехай виконуються умови теореми 4.2.1. Тодi мiри

νε, породженi процесами xε, на просторi C[0,∞) задовольняють принципу

великих вiдхилень з функцiоналом дiї

Ix(φ) =
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s) �=0}

(
φ̇(s) − B(φ(s))

)2

ds+

+
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}
(
B2

1(0) ∧ B2
2(0)

)(
1 − I{B1(0)>0>B2(0)}

)
ds

(4.2.4)

для абсолютно неперервних функцiй φ таких, що φ(0) = x,∫∞
0

(
φ̇(s)

)2
ds < ∞ i

∫∞
0 I{φ(s)=0}ds < ∞. Для усiх iнших функцiй φ

покладемо Ix(φ) = ∞.
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Доведення теореми 4.2.1. Будемо в доведеннi використовувати резуль-

тати допомiжних лем, якi для спрощення викладу сформулюємо i доведемо

в наступному пунктi.

Для доведення теореми достатньо показати, що [89, наслiдок 3.4] :

(i) Для будь-якого a > 0 множина {(φ, ψ) : I(φ, ψ) ≤ a} є компактною.

(ii) Для будь-якого R > 0 iснує компактна множина K така, що для будь-

якого δ > 0 i для достатньо малих ε

P
{{||xε − φ||T < δ, ||vε − ψ||T < δ} �⊆ K

} ≤ exp(−R

ε2
).

(iii) lim
δ→0

lim inf
ε→0

ε2 ln P{||xε − φ||T < δ, ||vε − ψ||T < δ} =

= lim
δ→0

lim sup
ε→0

ε2 ln P{||xε − φ||T < δ, ||vε − ψ||T < δ} =

= −IT (φ, ψ) =

= −
(

1

2

∫ T

0

|φ̇(s)|2ds −
∫ T

0

B(φ(s))φ̇(s)ds+

+
1

2

∫ T

0

[
B2

2(φ(s)) − B2
1(φ(s))

]
ψ̇(s)ds +

1

2

∫ T

0

B2
1(φ(s))ds−

− ((B1(0) − B2(0))+)2

2

∫ T

0

ψ̇(s)(1 − ψ̇(s))ds

)
.

(4.2.5)

Умова (iii) є локальним принципом великих вiдхилень для мiр με, по-

роджених парою процесiв (xε, vε), на CT з функцiоналом дiї IT (φ, ψ) для

довiльного T > 0. Умова (i) доведена в лемi 4.4.7. Доведемо умову (iii). По-

значимо

yε(t) = x + εw(t) , kε(t) =

∫ t

0

I(0,∞)(yε(s))ds,

μxε
i μyε

- мiри на (C[0, T ], CT ), породженi процесом xε i yε вiдповiдно.
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За теоремою Гiрсанова [1, теорема 4.2, стор. 34],

ln
dμxε

dμyε

=
1

ε

∫ T

0

B(yε(s))dw(s) − 1

2ε2

∫ T

0

B2(yε(s))ds. (4.2.6)

Перетворимо цей вираз. Отримаємо∫ T

0

B(yε(s))dw(s) =

∫ T

0

[B1(yε(s))I(−∞,0](yε(s))+

+B2(yε(s))I(0,∞)(yε(s)) + (B3(0) − B1(0))I{0}(yε(s))]dw(s).

(4.2.7)

Оскiльки E

(∫ T

0

I{0}(y(s))dw(s)
)2

=

∫ T

0

P{x + εw(s) = 0}ds = 0, то з

(4.2.7) будемо мати ∫ T

0

B(yε(s))dw(s) =

=

∫ T

0

[
B1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))

]
dw(s).

(4.2.8)

Аналогiчним чином∫ T

0

B2(yε(s))ds =

=

∫ T

0

[
B2

1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2
2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))

]
ds.

(4.2.9)

З (4.2.6), (4.2.8) та (4.2.9) отримуємо

ln
dμxε

dμyε

=

=
1

ε

∫ T

0

[B1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))]dw(s)−

− 1

2ε2

∫ T

0

[B2
1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2

2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))]ds.

(4.2.10)

Перетворимо стохастичний iнтеграл в (4.2.10) за формулою Танака

(3.2.2). Покладемо F (x) =
∫ x

0 B(y)dy. Тодi

DF (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B1(x) , якщо x < 0,

B1(0) + B2(0)

2
, якщо x = 0,

B2(x) , якщо x > 0.
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Використовуючи iснування соболевських похiдних (це випливає з умови

Лiпшиця) функцiй Bi(x), отримуємо:

nB(dx) = (B2(0) − B1(0))δ0(x)dx + [Ḃ1(x)I(−∞,0](x) + Ḃ2(x)I(0,∞)(x)]dx

з дельта-функцiєю Дiрака δ0(x). Вiдповiдно до формули Танака,

F (yε(T )) = F (x) +
B2(0) − B1(0)

2
Lyε(T, 0)+

+ ε

∫ T

0

[B1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))]dw(s)+

+
ε2

2

∫ T

0

[Ḃ1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + Ḃ2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))]ds.

(4.2.11)

З (4.2.10) i (4.2.11) випливає, що

ln
dμxε

dμyε

=
1

ε2
[F (yε(T )) − F (x)] − B2(0) − B1(0)

2ε2
Lyε(T, 0)−

− 1

2ε2

∫ T

0

[B2
1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2

2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))]ds−

− 1

2

∫ T

0

[Ḃ1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + Ḃ2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))]ds.

(4.2.12)

В силу (4.2.12) будемо мати, беручи до уваги те, що

F (φ(T )) − F (φ(0)) =

∫ T

0

B(φ(s))φ̇(s)ds :

P{||xε − φ||T < δ, ||vε − ψ||T < δ} =

= EI{||yε−φ||T <δ}(ω)I{||kε−ψ||T <δ}(ω)
dμxε

dμyε

=

= EI{||yε−φ||T <δ}(ω)I{||kε−ψ||T <δ}(ω)×

× exp
{
− B2(0) − B1(0)

2ε2
Lyε(T, 0) +

1

ε2

∫ T

0

B(φ(s))φ̇(s)ds−

− 1

2ε2

∫ T

0

[
B2

1(φ(s))(1 − ψ̇(s)) + B2
2(φ(s))ψ̇(s)

]
ds
}

Jε,

(4.2.13)
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де

Jε = exp

{
1

ε2
[F (yε(T )) − F (φ(T ))]+

+
1

2ε2

∫ T

0

[B2
1(φ(s))(1 − ψ̇(s)) + B2

2(φ(s))ψ̇(s)]ds−

− 1

2ε2

∫ T

0

[B2
1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2

2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))]ds−

− 1

2

∫ T

0

[Ḃ1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + Ḃ2(yε(s)))I(0,∞)(yε(s))]ds

}
.

Розглянемо тепер Jε детально. Позначимо

A1 =F (yε(T )) − F (φ(T )),

A2 =

∫ T

0

[
B2

1(φ(s))(1 − ψ̇(s)) + B2
2(φ(s))ψ̇(s) − B2

1(yε(s))I(−∞,0](yε(s))−

− B2
2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))

]
ds;

A3 = −
∫ T

0

[Ḃ1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + Ḃ2(yε(s)))I(0,∞)(yε(s))]ds.

Зрозумiло, що Jε = exp
{ 1

ε2
A1 +

1

2ε2
A2 +

1

2
A3

}
.

Для довiльного γ > 0 iснує δ > 0 таке, що з умов ||yε − φ||T < δ,

||kε − ψ||T < δ та з умов теореми випливає (з деякою константою K)

|A1| = |F (yε(T )) − F (φ(T ))| ≤ K||yε − φ||T ≤ γ.

Далi, за лемою 4.4.1 для довiльного γ > 0 iснує δ > 0 таке, що якщо

||yε − φ||T < δ, ||kε − ψ||T < δ, то будемо мати

|A2| =

∣∣∣∣∣
∫ T

0

[
B2

1(φ(s))(1 − ψ̇(s)) + B2
2(φ(s))ψ̇(s)

]
ds−

−
∫ T

0

[
B2

1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + B2
2(yε(s))I(0,∞)(yε(s))

]
ds

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∫ T

0

[
B2

1(φ(s))(1 − ψ̇(s)) + B2
2(φ(s))ψ̇(s)

]
ds−

−
∫ T

0

[
B2

1(yε(s))(1 − k̇ε(s)) + B2
2(yε(s))k̇ε(s)

]
ds

∣∣∣∣∣ < γ.

50



За умовами теореми

|A3| =

∣∣∣∣ ∫ T

0

[
Ḃ1(yε(s))I(−∞,0](yε(s)) + Ḃ2(yε(s)))I(0,∞)(yε(s))

]
ds

∣∣∣∣ ≤ K.

Отже, на множинi ||yε − φ||T < δ, ||kε − ψ||T < δ, ми отримали

exp
{
− γ

ε2
− K

}
≤ Jε ≤ exp

{ γ

ε2
+ K

}
. (4.2.14)

З [65, лема 4.5 та формула (5.12)], випливає, що

lim
δ→0

lim inf
ε→0

ε2 ln EI||yε−φ||T <δ(ω)I||kε−ψ||T <δ(ω)×

× exp
{
− B2(0) − B1(0)

2ε2
Lyε(T, 0)

}
=

= lim
δ→0

lim sup
ε→0

ε2 ln EI||yε−φ||T <δ(ω)I||kε−ψ||T <δ(ω)×

× exp
{
− B2(0) − B1(0)

2ε2
Lyε(T, 0)

}
=

= −1

2

∫ T

0

|φ̇(s)|2ds +
((B2(0) − B1(0))+)2

2

∫ T

0

ψ̇(s)(1 − ψ̇(s))ds.

(4.2.15)

З (4.2.13)-(4.2.15) отримуємо (4.2.5).

Тепер доведемо умову (ii). Це є умовою експоненцiйної щiльностi

(exponential tightness) [88, Роздiл 3] (або сильної щiльностi (strong tightness)

[89]) (xε, vε) на просторi CT . Нагадаємо

Означення 4.2.1. [89, теорема 4.1] Сiм’я процесiв (Xε(t), uε(t)) на про-

сторi CT є експоненцiйно щiльною (порядку ε2), якщо для довiльних T > 0,

η > 0,

lim
K→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P

(
||(Xε, uε)||T > K

)
= −∞, (4.2.16)

lim
Δ→0

lim sup
ε→0

ε2 ln sup
θ≤T

P

(
||(Xε(· + θ), uε(· + θ)

)−
− (

Xε(θ), uε(θ)
)||Δ > η

)
= −∞.

(4.2.17)
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Будемо користуватись нерiвнiстю Чебишева

P

(
|ξ(T )| > K

)
≤ 1

ϕ(K)
Eϕ

(
ξ(T )

)
(4.2.18)

для функцiї ϕ(x) = exp
{ x2

2Tε2

}
.

Доведемо (4.2.16). З нерiвностей

sup
t≤T

|xε(t)| ≤ |x| +
∫ T

0

|B(xε(s))|ds + sup
t≤T

|εw(t)|

та sup
t≤T

|vε(t)| =

∫ T

0

I(0,∞)(xε(s))ds, маємо:

P

(
||(xε, vε)||T > K

)
≤ P

(K

2
< sup

t≤T
|xε(t)|

)
+ P

(K

2
< sup

t≤T
|vε(t)|

)
≤

≤ P

(K

4
< |x| +

∫ T

0

|B(xε(s))|ds
)

+ P

(K

4
< sup

t≤T

∣∣εw(t)
∣∣)+

+P

(K

4
<

∫ T

0

I(0,∞)(xε(s))ds
)
.

Позначимо останнi три доданка через P1, P2 i P3 вiдповiдно. Тодi, з умови

(IV) i (4.2.18)

P1 ≤ exp
{− K2

32Tε2

}
E exp

{(|x| + ∫ T

0

|B(xε(s))|ds
)2

2Tε2

}
≤

≤ exp

{16
(
|x| + ΛT

)2

− K2

32Tε2

}
;

P3 ≤ exp
{− K2

32Tε2

}
E exp

{(∫ T

0

I(0,∞)(xε(s))ds
)2

2Tε2

}
≤ exp

{
16T 2 − K2

32Tε2

}
.

З [16, наслiдок теореми 5, стор.173] маємо

P2 = P

(K

4
< ε

√
T sup

t≤1

∣∣w(t)
∣∣) =
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= P

( K

4
√

T
< ε sup

t≤1

∣∣w(t)
∣∣) ≤ 2 exp

{− K2

32Tε2

}
.

Тодi

P

(
||(xε, vε)||T > K

)
≤

≤ exp
{
− K2

32Tε2

}(
exp

{16
(|x| + ΛT

)2

32Tε2

}
+ exp

{ 16T 2

32Tε2

}
+ 2

)
;

lim
K→∞

lim sup
ε→0

ε2 ln P

(
||(xε, vε)||T > K

)
≤

≤ lim
K→∞

(
− K2

32T
+

(|x| + ΛT
)2

2T

)
= −∞.

Таким чином (4.2.16) доведено.

Доведемо тепер (4.2.17). Аналогiчно доведенню (4.2.16) отримуємо

P

(
||(xε(· + θ), vε(· + θ)

)− (
xε(θ), vε(θ)

)||Δ > η
)
≤

≤ P

(
sup
t≤Δ

∣∣∣ ∫ t+θ

θ

B(xε(s))ds + ε
(
w(t + θ) − w(θ)

)∣∣∣ >
η

2

)
+

+P

(
sup
t≤Δ

∣∣∣∣ ∫ t+θ

θ

I(0,∞)(xε(s))ds

∣∣∣∣ >
η

2

)
≤ P

(∫ Δ+θ

θ

∣∣∣B(xε(s))
∣∣∣ds >

η

4

)
+

+P

(
sup
t≤Δ

∣∣∣ε∫ t+θ

θ

dw(s)
∣∣∣ >

η

4

)
+ P

(∫ Δ+θ

θ

I(0,∞)(xε(s))ds >
η

4

)
.

Аналогiчно до доведення (4.2.16), позначимо останнi три доданки через

P4, P5 i P6, вiдповiдно. Тодi

P4 ≤ exp
{16Λ2Δ2 − η2

32Δε2

}
; P6 ≤ exp

{16Δ2 − η2

32Δε2

}
.

З властивостей вiнерiвського процесу та з [16, наслiдок теореми 5,

стор.173], маємо

P5 = P

(
sup
t≤Δ

∣∣∣ε∫ t

0

dw(s)
∣∣∣ >

η

4

)
=

= P

(
ε
√

Δ sup
t≤1

∣∣∣ ∫ t

0

dw(s)
∣∣∣ >

η

4

)
≤ 2 exp

{− η2

32Δε2

}
.
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Далi,

P

(
||(xε(· + θ), vε(· + θ)

)− (
xε(θ), vε(θ)

)||Δ > η
)
≤

≤ exp
{− η2

32Δε2

}(
exp

{Λ2Δ

2ε2

}
+ exp

{ Δ

2ε2

}
+ 2

)
;

lim sup
ε→0

ε2 ln sup
θ≤T

P

(
||(xε(·+ θ), vε(·+ θ))− (xε(θ), vε(θ))||Δ > η

)
≤ − η2

32Δ
+

Δ

2
;

lim
Δ→0

lim sup
ε→0

ε2 ln sup
θ≤T

P

(
||(xε(· + θ), vε(· + θ)

)− (
xε(θ), vε(θ)

)||Δ > η
)
≤

≤ lim
Δ→0

(
− η2

32Δ
+

Δ

2

)
= −∞.

Отже, (4.2.17) доведено i ми довели експоненцiйну щiльнiсть (xε, vε). Вико-

ристовуючи результат [89, теорема 4.5],

Принцип великих вiдхилень⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Експоненцiйна щiльнiсть

Локальний принцип

великих вiдхилень

ми отримуємо функцiонал дiї в такiй формi: Ix
∞(φ, ψ) = sup

T
IT (φ, ψ).

Це означає, що мiри με, породженi парою процесiв (xε, vε), задоволь-

няють принципу великих вiдхилень на просторi C∞ з функцiоналом дiї

Ix
∞(φ, ψ) = sup

T
IT (φ, ψ), де IT (φ, ψ) визначається формулою (4.2.5).

Розглянемо тепер три випадки: 1). φ(s) �= 0; 2). φ(s) = 0 i

B1(0) > B2(0); 3). φ(s) = 0 i B1(0) ≤ B2(0). Використовуючи властивiсть

4.1.1, отримаємо (4.2.3). Теорему 4.2.1 доведено.

Доведення наслiдку 4.2.1. З (4.2.3) за принципом стиснення маємо

Ix(φ) =
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s) �=0}

(
φ̇(s) − B(φ(s))

)2

ds+
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+ inf
ψ∈H+(φ)

(
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)>B2(0)}
(
B2(0)ψ̇(s) + B1(0)(1 − ψ̇(s))

)2

ds

)
+

+ inf
ψ∈H+(φ)

(
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)≤B2(0)}
(
B2

2(0)ψ̇(s) + B2
1(0)(1 − ψ̇(s))

)
ds

)
.

Розглянемо два останнi доданки докладно. За лемою 4.4.6 отримуємо:

inf
ψ∈H+(φ)

(
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)>B2(0)}
(
B2(0)ψ̇(s) + B1(0)(1 − ψ̇(s))

)2

ds

)
=

=
1

2
inf

a∈[0,1]

(
B2(0)a + B1(0)(1 − a)

)2
∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)>B2(0)}ds =

=
1

2
inf

a∈[0,1]

(
(B2(0)a + B1(0)(1 − a))2I{B1(0)≤0}

)∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)>B2(0)}ds+

+
1

2
inf

a∈[0,1]

(
(B2(0)a + B1(0)(1 − a))2I{B2(0)≥0}

)∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)>B2(0)}ds+

+
1

2
inf

a∈[0,1]

(
(B2(0)a + B1(0)(1 − a))I{B1(0)>0>B2(0)}

)2
∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)>B2(0)}ds.

В першому i другому випадках ми досягаємо iнфiнум при a = 0

i a = 1, вiдповiдно. Цi два випадки можна об’єднати таким чином:

inf
a∈[0,1]

(
B2(0)a + B1(0)(1 − a)

)2
= B2

1(0) ∧ B2
2(0).

В третьому випадку ми досягаємо iнфiнум при

a =
−B1(0)

B2(0) − B1(0)
∈ [0, 1], i цей iнфiнум рiвний 0.

Аналогiчно

inf
ψ∈H+(φ)

(
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)≤B2(0)}

(
B2

2(0)ψ̇(s) + B2
1(0)(1 − ψ̇(s))

)
ds

)
=

=
1

2
inf

a∈[0,1]

((
B2

2(0)a + B2
1(0)(1 − a)

)
I{B2(0)≤0}

)∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)≤B2(0)}ds+

+
1

2
inf

a∈[0,1]

((
B2

2(0)a + B2
1(0)(1 − a)

)
I{B1(0)≥0}

)∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)≤B2(0)}ds+

+
1

2
inf

a∈[0,1]

((
B2

2(0)a + B2
1(0)(1 − a)

)
I{B1(0)<0<B2(0)}

)∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)≤B2(0)}ds.
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Тут ми досягаємо iнфiнум в першому випадку при a = 1, в другому -

при a = 0, i в третьому випадку або при a = 1 (якщо B2
2(0) ≤ B2

1(0)) або при

a = 0 (якщо B2
2(0) > B2

1(0)). Всi три випадки можна об’єднати таким чином:

inf
a∈[0,1]

(
B2

2(0)a + B2
1(0)(1 − a)

)
= B2

1(0) ∧ B2
2(0).

Отже,

Ix(φ) =
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)�=0}

(
φ̇(s) − B(φ(s))

)2

ds+

+
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}

(
1 − I{B1(0)>0>B2(0)}

)(
B2

1(0) ∧ B2
2(0)

)
ds.

Пiсля простих перетворень отримаємо (4.2.4). Наслiдок 4.2.1 доведено.

Розглянемо тепер розв’язки рiвняння

ζε(t) = x +

∫ t

0

B(ζε(s))ds + ε

∫ t

0

r(ζε(s))w(t), (4.2.19)

де функцiя B(x) має вигляд (4.2.1), i функцiя r(x) має таку ж будову, тобто

r(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
r1(x), якщо x < 0,

r3, якщо x = 0,

r2(x), якщо x > 0,

(4.2.20)

де ri(x), i = 1, 2, x ∈ R, - обмеженi вимiрнi функцiї, а r3 - константа. Ана-

логiчними мiркуваннями, як перед теоремою 4.2.1, приходимо до висновку,

що можемо вважати функцiї B(x) i r(x) такими, що мають вигляд функцiї

B̃(x) з (4.2.2). Тодi аналогiчно [66, роздiл 4], зробимо випадкову замiну часу.

Позначимо zε(t) =

∫ t

0

I(0,∞)(ζε(s))ds та доведемо наступну теорему.

Теорема 4.2.2. Нехай для процесу (4.2.19) мають мiсце наступнi ви-

моги: r2(x) ≥ λ > 0; для функцiй Bi(x) та r2
i (x), i = 1, 2, виконується умо-

ва Лiпшиця на пiвосях (−∞, 0) (для i = 1) i (0, +∞) (для i = 2). Тодi мiри

με, породженi процесами (ζε, zε), на просторi C∞ задовольняють принцип
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великих вiдхилень з функцiоналом дiї Iζ
∞(φ, ψ) =

∫∞
0 N(φ(s), φ̇(s), ψ̇(s))ds, де

N(φ, φ̇, ψ̇) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
φ̇(s) − B(φ(s))

)2

r2(φ(s))
, якщо φ(s) �= 0,

1

2

(
B2(0)ψ̇(s) + B1(0)

(
1 − ψ̇(s)

))2

r2
2(0)ψ̇(s) + r2

1(0)(1 − ψ̇(s))
,
якщо φ(s) = 0 i

B1(0)

r2
1(0)

>
B2(0)

r2
2(0)

,

1

2

(B2
2(0)

r2
2(0)

ψ̇(s) +
B2

1(0)

r2
1(0)

(
1 − ψ̇(s)

))
,
якщо φ(s) = 0 i

B1(0)

r2
1(0)

≤ B2(0)

r2
2(0)

,

(4.2.21)

для абсолютно неперервних функцiй φ таких, що φ(0) = x,
∫∞

0 φ̇2(s)ds < ∞,

i функцiй ψ ∈ H+(φ) таких, що ψ(0) = 0. Для всiх iнших пар (φ, ψ) покла-

демо Iζ
∞(φ, ψ) = ∞.

Доведення теореми 4.2.2. Аналогiчно доведенню теореми 4.2.1 перевiри-

мо виконання умов (i)–(iii) [89, наслiдок 3.4]. Для цього функцiоналу дiї умова

(i) доведена в лемi 4.4.8. Далi, покладемо

βε(t) =

∫ t

0

r2(ζε(s))ds,

β(t) =

∫ t

0

(
r2
2(φ(s))ψ̇(s) + r2

1(φ(s))(1 − ψ̇(s))
)
ds,

(4.2.22)

i γε(t) та γ(t) – вiдповiдно оберненi до них функцiї (вони iснують, оскiльки

βε(t) та β(t) монотонно зростають).

Для ζε(t) зробимо випадкову замiну часу. Маємо ζε(γε(t)) = πε(t) або

ζε(t) = πε(βε(t)), де

πε(t) = x +

∫ t

0

B(πε(s))

r2(πε(s))
ds + εŵ(s), (4.2.23)

де ŵ(s) – iнший вiнерiвський процес.

Тепер позначимо zπ
ε (t) =

∫ t

0

I(0,∞)(πε(s))ds.
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За аналогiєю з [66, роздiл 4], покладемо

φπ(t) = φ(γ(t)) ; φ̇π(t) = φ̇(γ(t))γ̇(t) =
φ̇(γ(t))

β̇(γ(t))
;

ψπ(t) =

∫ γ(t)

0

ψ̇(s)r2
2

(
φ(s)

)
ds =

∫ t

0

ψ̇(γ(s))r2
2

(
φ(γ(s))

)
γ̇(s)ds ;

ψ̇π(t) = ψ̇(γ(t))r2
2

(
φ(γ(t))

)
γ̇(t) = ψ̇(γ(t))

r2
2

(
φ(γ(t))

)
β̇(γ(t))

.

(4.2.24)

Позначимо D(x) =
B(x)

r2(x)
. Тодi

D(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

D1(x) =
B1(x)

r2
1(x)

, якщо x < 0,

D3 =
B3

r2
3

, якщо x = 0,

D2(x) =
B2(x)

r2
2(x)

, якщо x > 0.

Використовуючи (4.2.3), можемо встановити принцип великих вiдхилень

на просторi C∞ для мiр μπ
ε , породжених процесами (πε, z

π
ε ), з функцiоналом

дiї Iπ
∞(φπ, ψπ) :

Iπ
∞(φπ, ψπ) =

∫ ∞

0

Nπ(φπ, φ̇π, ψ̇π)ds =

=
1

2

∫ ∞

0

I{φπ(s)�=0}

(
φ̇π(s) − D(φπ(s))

)2

ds+

+
1

2

∫ ∞

0

I{φπ(s)=0}I{D1(0)>D2(0)}
(
D2(0)ψ̇π(s) + D1(0)(1 − ψ̇π(s))

)2

ds+

+
1

2

∫ ∞

0

I{φπ(s)=0}I{D1(0)≤D2(0)}

(
D2

2(0)ψ̇π(s) + D2
1(0)(1 − ψ̇π(s))

)
ds.

(4.2.25)

В силу леми 4.4.5, для довiльного T > 0 будемо мати

Iζ
T (φ, ψ) = lim

δ→0
lim inf

ε→0
ε2 ln P{||ζε − φ||T < δ, ||zε − ψ||T < δ} =

= lim
δ→0

lim inf
ε→0

ε2 ln P{||πε − φπ||β(T ) < δ, ||zπ
ε − ψπ||β(T ) < δ} = Iπ

β(T )(φ
π, ψπ).
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Використовуючи цей результат та леми 4.4.10 i 4.4.11, за [89, теорема 4.5]

отримаємо:

Iζ
∞(φ, ψ) = sup

T
Iζ
T (φ, ψ) = lim

δ→0
lim inf

ε→0
ε2 ln P{||ζε − φ||∞ < δ, ||zε − ψ||∞ < δ} =

= lim
δ→0

lim inf
ε→0

ε2 ln P{||πε − φπ||∞ < δ, ||zπ
ε − ψπ||∞ < δ} =

= sup
β(T )

Iπ
β(T )(φ

π, ψπ) = Iπ
∞(φπ, ψπ).

Значить мiри με, породженi процесами (ζε, zε), задовольняють принци-

пу великих вiдхилень на просторi C[0,∞) × AC
+[0,∞) з функцiоналом дiї

Iζ
∞(φ, ψ) = Iπ

∞(φπ, ψπ).

Використовуючи формули (4.2.24) та (4.2.25) i виконуючи замiну в iнте-

гралах, отримаємо явну форму I∞(φ, ψ):

Iζ
∞(φ, ψ) =

1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)�=0}

(
φ̇(s) − B(φ(s))

)2

r2(φ(s))
ds +

+
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)
r2
1(0)

> B2(0)
r2
2(0)

}(B2(0)

r2
2(0)

ψ̇(s)
r2
2(0)

β̇(0)
+

+
B1(0)

r2
1(0)

(
1 − ψ̇(s)

r2
2(0)

β̇(0)

))2

β̇(0)ds +

+
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{B1(0)
r2
1(0)

≤ B2(0)
r2
2(0)

}(B2
2(0)

r4
2(0)

ψ̇(s)
r2
2(0)

β̇(0)
+

+
B2

1(0)

r4
1(0)

(
1 − ψ̇(s)

r2
2(0)

β̇(0)

))
β̇(0)ds.

(4.2.26)

Використовуючи (4.2.22), отримаємо (4.2.21). Теорему 4.2.2 доведено.
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4.3. Принцип великих вiдхилень для мiр, породжених

розв’язками рiвнянь з локальним часом

Розглянемо стохастичне рiвняння з локальним часом

ξε(t) = x + βLξε(t, 0) +

∫ t

0

b(ξε(s))ds + ε

∫ t

0

σ(ξε(s))dw(s). (4.3.1)

Основним результатом даного роздiлу є наступна теорема.

Теорема 4.3.1. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (4.3.1) має мiсце

умова (IV). Тодi мiра με, породжена парою процесiв (ξε, uε), на просторi

C∞ задовольняє принципу великих вiдхилень з функцiоналом дiї

I∞(φ, ψ) =

∫ ∞

0

L(φ(s), φ̇(s), ψ̇(s))ds, де

L(φ, φ̇, ψ̇) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
φ̇ − b(φ)

)2

σ2(φ)
, якщо φ(s) �= 0,

1

2

b2(0)

σ2(0)

(
1 + β − 2βψ̇

)2

(1 + β)2 − 4βψ̇
, якщо φ(s) = 0 i βb(0) < 0,

1

2

b2(0)

σ2(0)
, якщо φ(s) = 0 i βb(0) ≥ 0,

(4.3.2)

для абсолютно неперервних функцiй φ таких, що φ(0) = x,∫ ∞

0

(
φ̇(s)

)2
ds < ∞, ψ ∈ H+(φ), ψ(0) = 0; та I∞(φ, ψ) = ∞ iнакше.

Наслiдок 4.3.1. Нехай виконуються умови теореми 4.3.1. Тодi мiри

νε, породженi процесами ξε, на просторi C[0,∞) задовольняють принципу

великих вiдхилень з функцiоналом дiї I(φ) =
∫∞

0 L(φ(s), φ̇(s))ds, де

L(φ(s), φ̇(s)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
φ̇(s) − b(φ(s))

)2

σ2(φ(s))
, якщо φ(s) �= 0,

1

2

b2(0)

σ2(0)

(
1 − β2

)
, якщо φ(s) = 0 i βb(0) < 0,

1

2

b2(0)

σ2(0)
, якщо φ(s) = 0 i βb(0) ≥ 0,

(4.3.3)
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для абсолютно неперервних функцiй φ таких, що φ(0) = x i∫ ∞

0

(
φ̇(s)

)2
ds < ∞ i

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{βb(0)<0}ds < ∞; та I(φ) = ∞ для iнших

функцiй φ.

Доведення теореми 4.3.1. Аналогiчно доведенню теореми 4.2.1 будемо

доводити умови (i)–(iii) [89, наслiдок 3.4].

Умова (i) для даного функцiонала дiї доведена в лемi 4.4.9.

Далi, розглянемо рiвняння (4.3.1). За формулами (3.2.8)-(3.2.9) введемо

функцiї κ(x), обернену до неї функцiю ϕ(x), функцiї b̃(x), σ̃(x), та розглянемо

стохастичне рiвняння Iто

ηε(t) = ϕ(x) +

∫ t

0

b̃(ηε(s))ds + ε

∫ t

0

σ̃(ηε(s))dw(s). (4.3.4)

Рiвняння (4.3.4) має слабкий розв’язок згiдно [11] та за лемою 3.2.2 про-

цес ξε(t) = κ(ηε(t)) є розв’язком рiвняння (4.3.4). Варто зауважити, що функ-

цiї b̃(x) та σ̃(x) мають вигляд функцiй B(x) з (4.2.1) та r(x) з (4.2.20).

Для процесу ηε(t) позначимо його час знаходження в додатнiй пiвпло-

щинi через

vε(t) =

∫ t

0

I(0,∞)(ηε(s))ds.

Тодi можемо застосувати теорему 4.2.2. За нею можемо встановити

принцип великих вiдхилень на просторi C∞ для мiр μη
ε , породжених порою

процесiв (ηε, vε) та отримати за формулою (4.2.21) для них функцiонал дiї

Iη
∞(φη, ψη) =

∫ ∞

0

L2(φ
η(s), φ̇η(s), ψ̇η(s))ds, де
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L2(φ
η, φ̇η, ψ̇η) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
φ̇η − b̃(φη)

)2

σ̃2(φη)
, якщо φη(s) �= 0,

1

2

(
b̃2(0)ψ̇η + b̃1(0)(1 − ψ̇η)

)2

σ̃2
2(0)ψ̇η + σ̃2

1(0)(1 − ψ̇η)
,

якщо φη(s) = 0 i

b̃1(0)

σ̃2
1(0)

>
b̃2(0)

σ̃2
2(0)

,

1

2

[
b̃2
2(0)

σ̃2
2(0)

ψ̇η +
b̃2
1(0)

σ̃2
1(0)

(1 − ψ̇η)

]
,

якщо φη(s) = 0 i

b̃1(0)

σ̃2
1(0)

≤ b̃2(0)

σ̃2
2(0)

,

(4.3.5)

Оскiльки ξε(t) = κ(ηε(t)) або ηε(t) = ϕ(ξε(t)) та

ψη(t) =

∫ t

0

I(0,∞)(φ
η(s))ds =

∫ t

0

I(0,∞)(ϕ(φ(s)))ds =

∫ t

0

I(0,∞)(φ(s))ds = ψ(t),

то за принципом стиснення будемо мати:

I∞(φ, ψ) = min
{
Iη
∞(φη, ψη) : φη = ϕ(φ), ψη = ψ} = Iη

∞(ϕ(φη), ψ).

Тут I∞(φ, ψ) - це функцiонал дiї для мiр με, породжених процесами (ξε, uε).

Нарештi з формул для функцiй b̃(x), σ̃(x) та (4.3.5) пiсля приведення

подiбних отримуємо твердження теореми. Теорему 4.3.1 доведено.

Доведення наслiдку 4.3.1. З (4.3.2) за принципом стиснення (пропозицiя

4.1.1) будемо мати:

I(φ) =
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)�=0}

(
φ̇(s) − b(φ(s))

)2

σ2(φ(s))
ds+

+ inf
ψ∈H+(φ)

(
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{βb(0)<0}
b2(0)

σ2(0)

(
1 + β − 2βψ̇(s)

)2

(1 + β)2 − 4βψ̇(s)
ds

)
+

+
1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{βb(0)≥0}
b2(0)

σ2(0)
ds.

Розглянемо тепер другий доданок. За лемою 4.4.6 отримуємо

inf
ψ∈H+(φ)

1

2

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{βb(0)<0}
b2(0)

σ2(0)

(
1 + β − 2βψ̇(s)

)2

(1 + β)2 − 4βψ̇(s)
ds =
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=
1

2
inf

0≤a≤1

(
1 + β − 2βa

)2

(1 + β)2 − 4βa

∫ ∞

0

I{φ(s)=0}I{βb(0)<0}
b2(0)

σ2(0)
ds.

Iнфiнум досягається в a =
1 + β

2β
, що ∈ [0, 1] при |β| < 1. Тодi пiсля

простих перетворень можемо отримати (4.3.3). Наслiдок 4.3.1 доведено.

4.4. Допомiжнi леми

Лема 4.4.1. [65, Лема 6.7]. Нехай f(x) - це функцiя, така що

f(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
f1(x), якщо x ≤ 0,

f2(x), якщо x > 0,
де f1(x) i f2(x) - обмеженi та неперервнi. Тодi

вiдображення

(ϕ, ψ) →
∫ T

0

(
f2(ϕ(t))ψ̇(t) + f1(ϕ(t))

(
1 − ψ̇(t)

))
dt

неперервне на множинi {(ϕ, ψ) : ϕ ∈ C[0, T ], ψ ∈ H+(ϕ)}.
Чотири наступнi леми виконуються за умови Лiпшиця аналогiчно лемам

4.1 - 4.4 з [66].

Лема 4.4.2. Для довiльного γ > 0 iснує δ0 таке, що якщо

||ζε − φ||T < δ0, ||zε − ψ||T < δ0,

тодi |βε(t) − β(t)| < γ для всiх t ∈ [0, T ] i |γε(t) − γ(t)| < γ для всiх

t ∈ [0, β(T) − γ] i ε > 0.

� За лемою 4.4.1, для довiльного γ > 0 iснує δ > 0 таке, що якщо

||ζε − φ||T < δ0 i ||zε − ψ||T < δ0, будемо мати

|βε(t) − β(t)| =

∣∣∣∣ ∫ t

0

(
r2
2(ζε(s))żε(s) + r2

1(ζε(s))(1 − żε(s))
)
ds−

−
∫ t

0

(
r2
2(φ(s))ψ̇(s) + r2

1(φ(s))(1 − ψ̇(s))
)
ds

∣∣∣∣ < γ.

Твердження леми для γε(t) i γ(t) можна довести так само. �
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Лема 4.4.3. Для довiльних T > 0 та γ > 0 iснує δ0 таке, що

||zπ
ε − ψπ||β(T )−γ ≤ γ для всiх ε, якщо ||ζε − φ||T < δ, ||zε − ψ||T < δ, δ < δ0.

Лема 4.4.4.Для довiльних T > 0 та γ > 0 iснує θ0 таке, що

для θ < θ0 має мiсце ||ζε − φ||T−δ ≤ δ i ||zε − ψ||T−δ ≤ δ, якщо

||πε − φπ||β(T )−θ < θ, ||zπ
ε − ψπ||β(T )−θ < θ.

З лем 4.4.2, 4.4.3 та 4.4.4 маємо:

Лема 4.4.5. Для введених в формулах (4.2.21) та (4.2.25) функцiй

Nπ(x, y, z), N(x, y, z), Iπ
∞(x, y) i Iζ

∞(x, y) мають мiсце рiвностi:

Nπ(φπ(s), φ̇π(s), ψ̇π(s)) = N
(
φ(γ(t)), φ̇(γ(t)), ψ̇(γ(t))

)
γ̇(t);

Iπ(φπ, ψπ) = Iζ(φ, ψ).

Лема 4.4.6. Для обмежених функцiй f(s) ≥ 0 i g(s) ≥ 0 таких, що∫∞
0 f(s)ds < ∞, маємо:

inf
ψ∈AC

+[0,∞]

∫ ∞

0

f(s)g(ψ̇(s))ds = inf
a∈[0,1]

g(a)

∫ ∞

0

f(s)ds. (4.4.1)

� З одного боку, inf
a∈[0,1]

g(a) ≤ g(ψ̇(s)),

∫ ∞

0

f(s) inf
a∈[0,1]

g(a)ds ≤
∫ ∞

0

f(s)g(ψ̇(s))ds. (4.4.2)

З iншого, позначимо g = inf
a∈[0,1]

g(a). Тодi, для будь-якого ε > 0, iснує

ψ̇ε(t) ∈ [0, 1] така, що

g(ψ̇ε(s)) ≤ g + ε

i ∫ ∞

0

f(s)g(ψ̇ε(s))ds ≤
∫ ∞

0

f(s)gds + ε

∫ ∞

0

f(s)ds.
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Таким чином, оскiльки ε > 0 є довiльним,∫ ∞

0

f(s)g(ψ̇ε(s))ds ≤
∫ ∞

0

f(s)gds = inf
a∈[0,1]

g(a)

∫ ∞

0

f(s)ds. (4.4.3)

З (4.4.2) та (4.4.3) отримуємо (4.4.1). �

Лема 4.4.7. Нехай функцiонал I(φ, ψ) =
∫∞

0 M(φ(s), φ̇(s), ψ̇(s))ds

визначений в теоремi 4.2.1. Тодi для довiльного a > 0 множина

A(a) = {(φ, ψ) : I(φ, ψ) ≤ a} є компактною.

� Оскiльки простiр C∞ є повним, достатньо довести

1) напiвнеперервнiсть знизу I(φ, ψ) на C∞;

2) вiдносну компактнiсть A(a).

В нашому випадку:

1) випливає з [65, лема 6.3];

2) випливає з теореми Арцела-Асколi [71, теорема VI.1.5]: A(a) є вiдносно

компактною тодi i лише тодi, коли

(i) sup
(x,y)∈A(a)

|x(0), y(0)| < ∞;

(ii) lim
δ→0

sup
(x,y)∈A(a)

sup
s,t∈[0,T ];|s−t|<δ

|(x(t), y(t)) − (x(s), y(s))| = 0 для всiх T > 0 .

Можна показати, що обидвi цi умови виконуються. �

Лема 4.4.8. Нехай функцiонал I(φ, ψ) =
∫∞

0 N(φ(s), φ̇(s), ψ̇(s))ds

визначений в теоремi 4.2.2. Тодi для довiльного a > 0 множина

A(a) = {(φ, ψ) : I(φ, ψ) ≤ a} є компактною.

� Подiбно до попередньої леми:

1) випливає з [65, лема 6.3] та [66, лема 3.9];

2) доводиться аналогiчно як i в лемi 4.4.7. �

Лема 4.4.9. Нехай функцiонал I(φ, ψ) =
∫∞

0 L(φ(s), φ̇(s), ψ̇(s))ds

визначений в теоремi 4.3.1. Тодi для довiльного a > 0 множина
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A(a) = {(φ, ψ) : I(φ, ψ) ≤ a} є компактною.

� Твердження даної леми випливає з леми 4.4.8 та принципу стиснення

[9, теорема 5.3.1]. �

Доведення наступних двох лем подiбне до доведення рiвностей (4.2.16)

та (4.2.17).

Лема 4.4.10. Сiм’я процесiв (ζε, zε) є експоненцiйно щiльною на про-

сторi CT для всiх T > 0.

Лема 4.4.11. Сiм’я процесiв (πε, z
π
ε ) є експоненцiйно щiльною на про-

сторi CT для всiх T > 0.

Висновки до роздiлу 4. В даному роздiлi доведенi принципи великих

вiдхилень на просторi C∞ для мiр, породжених парою з розв’язку стоха-

стичного рiвняння Iто з розривними коефiцiєнтами та з малим коефiцiєнтом

дифузiї i часу знаходження цього розв’язку в додатнiй пiвплощинi, i для мiр,

породжених парою з розв’язку стохастичного рiвнянь з локальним часом та

малим коефiцiєнтом дифузiї i часу знаходження цього розв’язку в додатнiй

пiвплощинi. Знайденi функцiонали дiї.

Також доведенi принципи великих вiдхилень на просторi C[0,∞) для

мiр, породжених розв’язками стохастичних рiвнянь Iто з розривними коефi-

цiєнтами та малим коефiцiєнтом дифузiї i для мiр, породжених розв’язками

стохастичних рiвнянь з локальним часом та з малим коефiцiєнтом дифузiї.

Знайденi функцiонали дiї.
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РОЗДIЛ 5

ФУНКЦIОНАЛЬНИЙ ЗАКОН

ТИПУ ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА

ДЛЯ КОСОГО БРОУНIВСЬКОГО РУХУ

Функцiональний закон повторного логарифма для вiнерiвського процесу

було доведено у вiдомiй роботi В. Штрассена [91]. Для бiльш загальних, нiж

корiнь з повторного логарифма, нормуючих функцiй, варiант цього закону

було запропоновано А. В. Булiнскiм [7]. Функцiональний закон повторного

логарифма для розв’язкiв стохастичних рiвнянь Iто з перiодичними коефi-

цiєнтами, що залежать вiд стрибкового процесу, встановив С. Я. Махно [84].

В даному роздiлi розглядається косий броунiвський рух, визначений К.

Iто i Х. Маккiном [70] i побудований у зв’язку з Феллерiвською класифiка-

цiєю одновимiрних дифузiйних процесiв у термiнах елiптичних диференцiй-

них операторiв другого порядку. В подальшому косий броунiвський рух роз-

глядався у багатьох роботах. Вiдзначимо роботи Дж. М. Харрiсона, Л. А.

Шеппа [69] та Ж.-Ф. Ле Галл [83], у яких цей процес пов’язаний iз розв’язком

стохастичного рiвняння з локальним часом. У роботах [41], [67], [83] запропо-

нованi формули, якi пов’язують розв’язки стохастичних рiвнянь з локальним

часом iз розв’язками рiвнянь Iто.

В даному роздiлi доводиться функцiональний закон повторного лога-

рифма для косого броунiвського руху. Використовуємо пiдхiд роботи [41].
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5.1. Означення та позначення

Отже, в даному роздiлi будемо розглядати косий броунiвський рух як

розв’язок стохастичного рiвняння з локальним часом виду

ξ(t) = x + βLξ(t, 0) + w(t), t ∈ [0, 1]. (5.1.1)

Означення 5.1.1. Рiвняння (5.1.1) має сильний розв’язок, якщо на за-

даному ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,Ft, P) з потоком σ-алгебр Ft, t ∈ [0, 1]

та заданим стандартним одновимiрним вiнерiвським процесом (w(t),Ft), iс-

нує неперервний семiмартингал (ξ(t),Ft) такий, що симетричний локальний

час

Lξ(t, 0) = lim
δ→0

1

2δ

∫ t

0

I(−δ,δ)(ξ(s))ds (5.1.2)

iснує майже напевно (м.н. - в подальшому) i (5.1.1) виконується м.н.

При |β| ≤ 1 рiвняння (5.1.1) має єдиний сильний розв’язок [69].

Розглядаємо простiр C[0, 1]; C1 - борелiвська σ-алгебра його елементiв.

Будемо позначати через

H2[0, 1] =
{

f : f(t) − абсолютно неперервна, t ∈ [0, 1] i
∫ 1

0

|ḟ(t)|2dt < ∞
}

.

Визначимо Φ - клас зростаючих функцiй φ(T ), таких, що

lim
T→∞

φ(T ) = ∞, lim
T→∞

φ(T )√
T

= 0.

Всюди в подальшому будемо використовувати позначення ψ(T ) = φ(T )
√

T .

Далi введемо функцiонал

J∗(φ, h, c) =
∞∑

k=1

exp
{−hφ2(ck)

2

}
, c > 1.

Зауважимо, що якщо J∗(φ, h, c0) < ∞ для якогось c0 > 1, то

J∗(φ, h, c) < ∞ для всiх c > 1.
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Для кожної φ ∈ Φ визначимо

G2(φ) = inf{h > 0 : J∗(φ, h, c) < ∞} (5.1.3)

(G2(φ) = ∞, якщо не iснує h < ∞ такого, що J∗(φ, h, c) < ∞). Всюди в текстi
цього роздiлу G, G2 чи G2(·) визначається формулою (5.1.3).

5.2. Функцiональний закон повторного логарифма

для рiвнянь Iто

Розглянемо стохастичне рiвняння Iто

η(t) = y +

∫ t

0

σ(η(s))dw(s), t ∈ [0, 1], (5.2.1)

де

σ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
σ1(x), якщо x < 0,

σ3, якщо x = 0,

σ2(x), якщо x > 0,

де σ1(x), σ2(x)–двiчi диференцiйовнi функцiї вiдповiдно на пiвосях (−∞, 0)

та (0, +∞) з обмеженими першими похiдними. Позначимо

P1 = min{min
x<0

σ2
1(x), min

x>0
σ2

2(x), σ2
3}, P2 = max{max

x<0
σ2

1(x), max
x>0

σ2
2(x), σ2

3},
(5.2.2)

та припустимо, що для деякого λ > 0

1

λ
≤ P1, P2 ≤ λ. (5.2.3)

Коефiцiєнт дифузiї рiвняння (5.2.1) є розривною функцiєю обмеженої

варiацiї i з теореми роботи [87] випливає iснування для нього єдиного силь-

ного розв’язку.

Введемо великий параметр T i розглянемо процеси

ηT (t) =
η(Tt) − y√

Tφ(T )
=

1√
Tφ(T )

∫ Tt

0

σ(η(s))dw(s), t ∈ [0, 1].
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Позначимо

L(f(s), ḟ(s)) =
ḟ 2(s)

σ2
(
f(s)

) (5.2.4)

та визначимо функцiонал

J(f) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2

∫ 1

0

L(f(t), ḟ(t))dt, якщо f ∈ H2[0, 1], f(0) = 0,

+ ∞, в iнших випадках.

Далi, нехай KD =
{

f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0; J(f) ≤ D2

2

}
. Якщо D2 = ∞,

то K∞ =
{
f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0

}
.

Лема 5.2.1. Мiри {νT}, що породженi процесами {ηT (t)}, на просторi(
C[0, 1], C1

)
задовольняють ПВВ з нормуючим коефiцiєнтом φ2(T ) та функ-

цiоналом дiї J(φ).

� Твердження цiєї леми випливає з [66, теорема Б], (де ε =
1

φ(T )
), ви-

користовуючи властивiсть 4.1.1 та те, що вказаний (в теоремi Б) iнфiнум

(рiвний 0) досягається при ρ = 0 або ρ = 1. �

Введемо послiдовнiсть функцiй zk(t) = ηck(t). Тобто

zk(t) =
1

ψ(ck)

∫ ckt

0

σ(η(s))dw(s).

Позначимо u(t) =
∫ t

0 σ(η(s))dw(s), тодi

zk(t) =
u(ckt)

ψ(ck)
.

Теорема 5.2.1. Нехай φ ∈ Φ, G задається (5.1.3). Тодi при T → ∞
послiдовнiсть {ηT (t)} має в C[0, 1] множину граничних точок, що спiвпадає

з KG м.н.

Доведення теореми 5.2.1. Доведемо в три стандартнi етапи.

1 Етап. Доведемо, що для G2(φ) < ∞, будь-якого c > 1 i будь-якого
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ε > 0 iснує k0 таке, що для всiх k > k0 м.н.

ρ(zk,KG) < ε.

Зауважимо, що множина {f : J(f) ≤ a} є компактною в C[0, 1] для будь-

якого a < ∞. Позначимо Nε = {f : ρ(f,KG) ≥ ε}. Тодi iснує δ > 0 таке,

що

inf
f∈Nε

J(f) ≥ G2(φ)

2
+ δ.

За лемою 5.2.1, для послiдовностi {ηT (t)} має мiсце принцип великих вiдхи-
лень. Тому, використовуючи означення принципу великих вiдхилень (пункт

b) з означення 4.1.2), для великих k маємо

P{zk ∈ Nε} ≤ exp
{
− φ2(ck)

(G2(φ)

2
+ δ

)}
.

Означення G2(φ) та лема Бореля-Кантеллi дають нам доведення Етапу 1.

2 Етап. Для G2(φ) < ∞ доведемо, що кожна гранична точка послiд-

овностi {ηT (t)} м.н. є елементом KG. Якщо {T} = {ck}, то це випливає з
Етапу 1. Нехай тепер T ∈ [ck, ck+1]. Оскiльки функцiя ψ(T ) по T не спадає,

то можемо записати таку рiвнiсть:

1

ψ(T )
=

α(T, k)

ψ(ck)
+

β(T, k)

ψ(ck+1)
, (5.2.5)

де α(T, k) ≥ 0, β(T, k) ≥ 0 i α(T, k) + β(T, k) = 1. Позначимо

η̂T,k(t) = α(T, k)zk(t) + β(T, k)zk+1(t).

Твердження Етапу 2 буде доведеним, якщо ми доведемо наступну оцiнку:

для будь-якого ε > 0 iснує число cε > 1 i k0 таке, що для будь-яких k > k0 i

c ∈ (1, cε) м.н.

sup
t∈[0,1], T∈[ck,ck+1]

|ηT (t) − η̂T,k(t)| < ε. (5.2.6)
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З означення послiдовностi {ηT (t)} i (5.2.5) маємо:

ηT (t) = zk

(
t
T

ck

)ψ(ck)

ψ(T )
= α(T, k)zk

(
t
T

ck

)
+ β(T, k)zk+1

(
t

T

ck+1

)
.

Зауважимо, що для великих k i для будь-яких δ функцiї

zk, zk+1 ∈ {f : ρ(f,KG) < δ}. Тодi

|ηT (t) − η̂T,k(t)| ≤ α(T, k)
∣∣∣zk(t) − zk

(
t
T

ck

)∣∣∣+ β(T, k)
∣∣∣zk+1(t) − zk+1

(
t

T

ck+1

)∣∣∣,
sup

t∈[0,1], T∈[ck,ck+1]

|ηT (t) − η̂T,k(t)| ≤ sup
t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|zk(t) − zk(s)|+

+ sup
t∈[0,1], s∈[t/c,t]

|zk+1(t) − zk+1(s)|.

З цього маємо наступнi нерiвностi:

P

{
sup

t∈[0,1], T∈[ck,ck+1]

|ηT (t) − η̂T,k(t)| ≥ ε

}
≤

≤ P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|zk(t) − zk(s)| ≥ ε

2

}
+

+ P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t/c,t]

|zk+1(t) − zk+1(s)| ≥ ε

2

}
.

(5.2.7)

Для оцiнки ймовiрностей в правiй частинi (5.2.7) скористаємось

Пропозицiя 5.2.1. [7, лема 2] Iснує стала C така, що при всiх

0 ≤ a < b < ∞, h ≤ b − a i будь-яких x > 0 має мiсце

P

(
sup

a≤t,s≤b; |t−s|≤h

|w(s) − w(t)| > x
√

h

)
≤ C(b − a)

hx
exp

{
− x2

4

}
.

Отже, з новим вiнерiвським процесом w̃(t) = w(ckt)√
ck
маємо:

P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|zk(t) − zk(s)| ≥ ε

2

}
=

= P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|
∫ s

t

σ(η(cku))dw̃(u)| ≥ φ(ck)ε

2

}
.
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Зробимо тепер випадкову замiну часу. Введемо функцiю

τ(u) =

∫ u

0

σ2(η(cks))ds,

i нехай γ(u) - обернена до τ(u). З означення зрозумiло, що γ(u) i τ(u) -

монотонно зростаючi функцiї, γ(0) = τ(0) = 0. Далi, майже всюди iснують

похiднi

τ ′(u) = σ2(η(cku)), γ′(u) =
1

τ ′(γ(u))
=

1

σ2(η(ckγ(u)))
.

Використовуючи (5.2.3) маємо оцiнки:

P1u ≤ τ(u) ≤ P2u,
1

P2
u ≤ γ(u) ≤ 1

P1
u.

Тодi, згiдно зi зробленою замiною, отримаємо з новим вiнеровським про-

цесом ŵ(t): ∫ s

t

σ(η(cku))dw̃(u) = ŵ(γ(s)) − ŵ(γ(t)).

Далi,

P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|
∫ s

t

σ(η(cku))dw̃(u)| ≥ φ(ck)ε

2

}
=

= P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|ŵ(γ(s)) − ŵ(γ(t))| ≥ φ(ck)ε

2

}
=

= P

{
sup

γ(t)∈[γ(0),γ(1)], γ(s)∈[γ(t),γ(ct∧1)]

|ŵ(γ(s)) − ŵ(γ(t))| ≥ φ(ck)ε

2

}
≤

≤ P

{
sup

u,v∈[0,P2], |v−u|≤P2
c−1

c

|ŵ(v) − ŵ(u)| ≥ φ(ck)ε

2

}
.

Таким чином, в силу пропозицiї 5.2.1

P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|zk(t) − zk(s)| ≥ ε

2

}
≤

≤ P

{
sup

u,v∈[0,P2], |v−u|≤P2
c−1

c

|ŵ(v) − ŵ(u)| ≥ φ(ck)ε
√

c
√

P2(c − 1)

2
√

P2(c − 1)
√

c

}
≤
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≤ 2CP2

√
c

φ(ck)ε
√

P2(c − 1)
exp

{
− φ2(ck)ε2c

16P2(c − 1)

}
.

Ми скористались тим, що

|v − u| ≤ γ(ct ∧ 1) − γ(t) =

∫ ct∧1

t

γ′(x)dx ≤ P2

∫ ct∧1

t

dx ≤ P2
c − 1

c
,

оскiльки для t ∈ [0, 1] має мiсце нерiвнiсть ct ∧ 1 − t ≤ c − 1

c
.

Якщо тепер виберемо cε = 1 +
ε2

8P2G2(φ)
, то для c ∈ (1, cε) буде-

мо мати, що exp
{

− φ2(ck)ε2c

16P2(c − 1)

}
≤ exp

{
− φ2(ck)

2
G2(φ)

}
. Далi, для

будь-якої додатної константи C1 iснує таке k0, що для k ≥ k0 має мiсце
2CP2

√
c

φ(ck)ε
√

P2(c − 1)
≤ C1, а значить

P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t,ct∧1]

|zk(t) − zk(s)| ≥ ε

2

}
≤ C1 exp

{
− φ2(ck)

2
G2(φ)

}
. (5.2.8)

Аналогiчним чином доводиться, що будь-якої додатної константи C2 iснує

таке k0, що для k ≥ k0

P

{
sup

t∈[0,1], s∈[t/c,t]

|zk+1(t) − zk+1(s)| ≥ ε

2

}
≤ C2 exp

{
− φ2(ck)

2
G2(φ)

}
. (5.2.9)

З (5.1.3), (5.2.7),(5.2.8), (5.2.9) i леми Бореля-Кантеллi отримуємо (5.2.6). От-

же, доведено Етап 2.

3 Етап. Для закiнчення доведення теореми 5.2.1 нам достатньо до-

вести, що якщо G2(φ) ≤ ∞, тодi кожна функцiя f ∈ KG така, що

2J(f) = h2 < G2(φ) є граничною точкою послiдовностi {zk(t)}. Таким чи-
ном, достатньо довести, що для функцiї f : 2J(f) = h2 iснує число c > 1

таке, що для будь-якого δ > 0 подiї

Bk =
{

ω : sup
t∈[0,1]

|zk(t) − f(t)| < δ
}
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вiдбуваються нескiнченно часто. Тобто

P

{
lim sup

k→∞
Bk} = 1. (5.2.10)

Для доведення (5.2.10) будемо використовувати лему Бореля-Кантеллi-

Левi [59, Наслiдок 2, стор. 506]. Для цього введемо сiм’ю σ-алгебр

�j = σ{η(s), s ≤ cj}. Позначимо

Ak =
{

ω : sup
t∈[0,1/c]

|zk(t) − f(t)| < δ
}

,

Dk =
{

ω : sup
t∈[1/c,1]

|zk(t) − f(t)| < δ
}

.

Зауважимо, що Bk = Ak

⋂
Dk i Dk ≺ �k. Оскiльки

zk(t) = zk−1(tc)
ψ(ck−1)

ψ(ck)
,

то для t ∈ [0, 1/c], zk(t) ≺ �k−1. Тодi Ak ≺ �k−1 i

P(Bk|�k−1) = I(Ak)P (Dk|�k−1). (5.2.11)

Тобто, для доведення (5.2.10) за допомогою леми Бореля-Кантеллi-Левi, нам

потрiбно довести, що ∑
k

I(Ak)P (Dk|�k−1) = ∞. (5.2.12)

Побудуємо розбиття вiдрiзка [1/c, 1] на вiдрiзки довжиною Δ наступ-

ним чином: нехай Δ - таке достатньо мале додатне число, що n(Δ) = c−1
cΔ

- натуральне число. Тодi побудуємо розбиття вiдрiзку [1/c, 1] на вiдрiзки

Δi = [di, di+1], i = 0, ..., n(Δ)− 1, di = 1/c + iΔ. Всi розбиття вiдрiзку [1/c, 1]

в подальшому текстi цього роздiлу будемо будувати саме так.

Для введеного розбиття розглянемо множину

Dk =
{

sup
t∈[1/c,1]

|zk(t) − f(t)| ≥ δ
}
⊂
{

sup
i

sup
t∈Δi

|zk(t) − zk(di)| ≥ δ

3

}
∪
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∪
{

sup
i

|zk(di) − f(di)| ≥ δ

3

}
∪
{

sup
i

sup
t∈Δi

|f(di) − f(t)| ≥ δ

3

}
.

З нерiвностi Кошi-Буняковського∣∣f(t) − f(di)
∣∣2 =

∣∣∣ ∫ t

di

ḟ(s)ds
∣∣∣2 ≤ (t − di)

∫ t

s

∣∣∣ḟ(s)
∣∣∣2ds ≤ Δh2.

Вибравши тепер Δ < Δ∗ =
δ2

9h2
, отримуємо, що множина{

sup
i

sup
t∈Δi

|f(di) − f(t)| ≥ δ

3

}
є порожньою множиною. Для такого вибору Δ маємо:

P(Dk|�k−1) ≥P

{
sup

i
|u(ckdi) − f(di)ψ(ck)| <

δ

3
ψ(ck)

∣∣�k−1

}
−

− P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t) − zk(di)| ≥ δ

3
|�k−1

}
.

Тепер будемо користаємось результатами, якi для спрощення доведення

теореми, сформулюємо пiзнiше, в пунктi 5.3. З леми 5.3.1 iснує стала c > 1

така, що при достатньо великих k м.н.

IAk
(ω) = 1. (5.2.13)

З леми 5.3.2 для фiксованого c > 1 i будь-яких δ > 0 i Q > 0 iснує таке

розбиття вiдрiзку [1/c, 1] вiдрiзками довжиною Δ∗∗, що м.н.

P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t) − zk(di)| ≥ δ

3
|�k−1

}
≤ 2n(Δ∗∗) exp{−φ2(ck)Q}. (5.2.14)

З леми 5.3.7 для сталої c з леми 5.3.1 i довiльного q > 0, при достатньо

великих k м.н.

P

{
sup

i
|u(ckdi)−f(di)ψ(ck)| <

δ

3
ψ(ck)

∣∣�k−1

}
≥

≥ 1

2
exp

{
− φ2(ck)

(G2(φ)

2
− q

)}
.

(5.2.15)

Тепер закiнчимо доведення теореми. Виберемо число c > 1 так, щоб

мало мiсце (5.2.13). В (5.2.14) вiзьмемо Q =
G2(φ)

2
− q +1, де q - те ж, що й в
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(5.2.15), i розбиття вiдрiзку [1/c, 1] з Δ < min(Δ∗, Δ∗∗). Тодi, при достатньо

великих k (таких, що має мiсце нерiвнiсть 8n(Δ) ≤ exp{φ2(ck)}), отримаємо
м.н.:

P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t) − zk(di)| ≥ δ

3
|�k−1

}
≤

≤ 2n(Δ) exp
{
− φ2(ck)

(G2(φ)

2
− q + 1

)}
≤

≤ 2n(Δ)

exp{φ2(ck)} exp
{
− φ2(ck)

(G2(φ)

2
− q

)}
≤ 1

4
exp

{
− φ2(ck)

(G2(φ)

2
− q

)}
.

Звiдси, з формул (5.2.9) та (5.2.15), при достатньо великих k i деякому q > 0

маємо м.н.

P(Dk|�k−1) ≥ 1

4
exp

{
− φ2(ck)

(G2(φ)

2
− q

)}
.

Враховуючи тепер (5.2.11), (5.2.13) та означенняG2(φ) (5.1.3), отримуємо

(5.2.12). Етап 3 доведено. Таким чином, доведено теорему 5.2.1.

5.3. Допомiжнi леми

Лема 5.3.1. Для будь-якого δ > 0 i будь-якого h < ∞ iснує константа

c > 1 i номер k0 такi, що для k > k0 i g ∈ Kh м.н.

sup
t∈[0,1/c]

|zk(t) − g(t)| < δ. (5.3.1)

� Згiдно з першим етапом доведення теореми 5.2.1, для будь-якого c > 1 i

будь-якого δ > 0 iснує число k0 таке, що для k > k0 м.н.

inf
g∈Kh

sup
t∈[0,1/c]

|zk(t) − g(t)| <
δ

3
. (5.3.2)

З iншого боку, для будь-якої g ∈ Kh,

|g(t)|2 =
∣∣∣ ∫ t

0

ġ(s)ds
∣∣∣2 ≤ 2th2.
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Нехай c > max(1, 18h2/δ2), тодi

sup
t∈[0,1/c]

|g(t)| <
δ

3
. (5.3.3)

З (5.3.2) i (5.3.3) ми отримуємо м.н.

sup
t∈[0,1/c]

|zk(t)| <
2δ

3
.

Остання нерiвнiсть разом з (5.3.3) дає нам (5.3.1). �

Використовуючи введенi вище (в третьому етапi доведення теореми 5.2.1)

позначення для розбиття вiдрiзку [1/c, 1] на вiдрiзки довжиною Δ, сформу-

люємо i доведемо наступну лему.

Лема 5.3.2. Для фiксованого c > 1, для будь-яких δ > 0 i Q > 0 iснує

розбиття вiдрiзку [1/c, 1] вiдрiзками довжиною Δ таке, що м.н.

P

{
sup

i
sup
t∈Δi

|zk(t) − zk(di)| ≥ δ|�k−1

}
≤ 2n(Δ) exp{−φ2(ck)Q}. (5.3.4)

� Введемо σ-алгебри Gckdi
= σ{η(s), s ≤ ckdi}.Майже дослiвно до доведення

[16, теорема 5, стор. 172], встановлюється оцiнка

P

{
sup
t∈Δi

|zk(t) − zk(di)| ≥ δ|Gckdi

}
≤ 2 exp{−φ2(ck)Q} м.н.

А оскiльки �k−1 ⊆ Gckdi
для i = 0, 1, ..., n(Δ) − 1, то м.н.

P

{
sup
t∈Δi

|zk(t) − zk(di)| ≥ δ|�k−1

}
≤ 2 exp{−φ2(ck)Q}.

Звiдси випливає (5.3.4). �

Лема 5.3.3. Нехай h(x) - додатна монотонно зростаюча функцiя при

x ≥ 0. Тодi для ζ ≥ 0 i a > 0

EζI(|ξ|>a) ≤ 1

h(a)
Eζh(|ξ|).
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� Будемо мати:

EζI(|ξ|>a) =

∫
(ω:|ξ|>a)

ζP(dω) =

∫
(ω:h(|ξ|)>h(a))

ζP(dω) ≤

≤
∫

(ω:h(|ξ|)>h(a))

ζ
h(|ξ|)
h(a)

P(dω) ≤ 1

h(a)

∫
Ω

ζh(|ξ|)P(dω) ≤ 1

h(a)
Eζh(|ξ|).�

Позначимо: Mk(f ; x) =

=
1

φ2(ck)
ln

{
E

{
exp

[φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

f(
s

ck
)σ(η(s))dw(s)

]∣∣∣η(ck−1) = x

}}
.

Лема 5.3.4. Нехай величина P2 визначена (5.2.2). Тодi для фiксованого

c > 1, що не залежить вiд x, для будь-якої f ∈ C[0, 1] має мiсце

Mk(f ; x) ≤ P2

2

∫ 1

1/c

f 2(s)ds м.н.

� З того, що
φ(ck)√

ck

∫ ck

ck−1

f(
s

ck
)σ(η(s))dw(s) =

=
φ(ck)√

ck

∫ ck

ck−1

f(
s

ck
)σ(η(s))dw(s) ∓ φ2(ck)

2ck

∫ ck

ck−1

f 2(
s

ck
)σ2(η(s))ds,

а σ2(η(s)) ≤ P2 , то за теоремою Гiрсанова будемо мати м.н.

Mk(f ; x) ≤ 1

φ2(ck)
ln
{

exp
{φ2(ck)P2

2ck

∫ ck

ck−1

f 2(
s

ck
)ds

}}
=

=
P2

2ck

∫ ck

ck−1

f 2(
s

ck
)ds =

P2

2

∫ 1

1/c

f 2(s)ds.�

Позначимо:

Jc(f) =
1

2

∫ 1

1/c

ḟ 2(s)

σ2(f(s))
ds; Ck =

{
sup

i
|u(ckdi) − f(di)ψ(ck)| <

δ

3
ψ(ck)

}
;

Ck(i) =
{
|u(ckdi) − f(di)ψ(ck)| <

δ

3
ψ(ck)

}
, i = 0, 1, ..., n(Δ) − 1.

Для величин P1, P2, визначених (5.2.2), виберемо константи l,m, p так,

щоб виконувались наступнi умови:

A1. 0 < m <
P1

P2
.
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A2. При P1 �= P2

√
P1

P2

√
m < l <

√
P1

P2 − P1

√
m − m2; при P1 = P2 l = m.

A3. p =
1

P2l

(
P1(l

2 − m2 + m) + 1
)
.

Позначимо

K1 = P1

(
l2 − m2 + m

)
− P2l

2. (5.3.5)

Зауваження 5.3.1. Неважко переконатися, що наступнi твердження

мають мiсце:

1. З умови A1 випливає, що 0 < m < 1 (тобто квадратнi коренi в умовi

A2 визначенi).

2. З умови A2 випливає, що K1 > 0.

3. Обмеження умови A2 не є порожньою множиною, оскiльки A2 рiв-

носильна наступнiй нерiвностi

1√
P2

<

√
1 − m

P2 − P1
,

а ця нерiвнiсть завжди виконується в силу умови A1.

Для вибраних констант l, m, p покладемо:

ρk(l, m) = exp

{
l
φ(ck)√

ck

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s)−

− m
φ2(ck)

2ck

∫ ck

ck−1

σ2(η(s))

σ2(f( s
ck ))

ḟ 2(
s

ck
)ds

}
.

(5.3.6)

Lk,p(δ) =

{∣∣∣ ∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s)−

−p
φ(ck)P2

2
√

ck

∫ ck

ck−1

ḟ 2( s
ck )

σ2(f( s
ck ))

ds
∣∣∣ ≤ δψ(ck)P2Jc(f)

}
.

Лема 5.3.5. Для вибраних констант l,m iснує константа c > 1 така,

що м.н.

P{ρk(l,m)IΩ\Ck(i)(ω)|�k−1} ≤ exp{φ2(ck)P1(l
2 − m2)Jc(f)}ak(i),
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де ak(i) не залежать вiд θ i Δ та lim
k→∞

ak(i) = 0, i = 0, 1, ..., n(Δ) − 1.

� Для будь-якої додатної обмеженої випадкової величини θ ≺ �k−1 ви-

користаємо нерiвнiсть леми 5.3.3 для функцiї h(x) = e
φ(ck)N√

ck
x
з деякою кон-

стантою N , яку оберемо пiзнiше. Будемо мати:

Eθρk(l,m)IΩ\Ck(i)(ω) ≤

≤ Eθρk(l, m) exp
{Nφ(ck)√

ck

∣∣∣u(ckdi) − f(di)ψ(ck)
∣∣∣− δ

3
Nφ2(ck)

}
≤

≤ Eθρk(l,m) exp
{Nφ(ck)√

ck

(
u(ckdi) − f(di)ψ(ck)

)
− δ

3
Nφ2(ck)

}
+

+Eθρk(l, m) exp
{
− Nφ(ck)√

ck

(
u(ckdi) − f(di)ψ(ck)

)
− δ

3
Nφ2(ck)

}
=

= J1
k(i) + J2

k(i).

Розглянемо окремо J1
k(i). Використовуючи (5.3.6) та те, що σ2(η(sck))) ≥ P1,

маємо:

J1
k(i) = exp

{
− φ2(ck)

[
Nf(di) + N

δ

3
+

m

2

∫ 1

1/c

σ2(η(sck))

σ2(f(s))
ḟ 2(s)ds

]}
×

×Eθ exp

{
φ(ck)√

ck

(
Nu(ckdi) +

∫ ck

ck−1

l
σ(η(s))ḟ( s

ck )

σ(f( s
ck ))

dw(s)
)}

≤

≤ exp
{
− φ2(ck)

[
Nf(di) + N

δ

3
+ P1mJc(f)

]}
×

×E

{
θE

{
exp

[φ(ck)√
ck

(
Nu(ck−1)+

+

∫ ck

ck−1

(
l

ḟ( s
ck )

σ(f( s
ck ))

+ NI[ck−1,ckdi](
s

ck
)
)
σ(η(s))dw(s)

)]∣∣∣∣�k−1

}}
.

З марковостi процесу η(t) випливає, що:

E

{
exp

[φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

(
l

ḟ( s
ck )

σ(f( s
ck ))

+ NI[ck−1,ckdi](
s

ck
)
)
σ(η(s))dw(s)

]∣∣∣∣�k−1

}
=

= exp

{
φ2(ck)Mk

(
l

ḟ

σ(f)
+ NI[ck−1,ckdi](·) ; η(ck−1)

)}
.
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Тому, використовуючи лему 5.3.4,

J1
k(i) ≤ exp

{
− φ2(ck)

[
N

δ

3
+ P1mJc(f)

]}
×

×Eθ exp
{φ(ck)√

ck
N
(
u(ck−1) − f(di)ψ(ck)

)}
×

× exp
{

φ2(ck)Mk

(
l

ḟ

σ(f)
+ NI[ck−1,ckdi](·) ; η(ck−1)

)}
≤

≤ exp
{
− φ2(ck)

[
N

δ

3
+ P1mJc(f)

]}
×

×Eθ exp
{φ(ck)√

ck
N
(
u(ck−1) − f(1/c)ψ(ck)

)}
exp

{
φ2(ck)N

(
f(1/c) − f(di)

)}
×

× exp
{φ2(ck)P2

2

∫ 1

1/c

(
l

ḟ(s)

σ(f(s))
+ NI[1/c,di](s)

)2

ds
}

.

За лемою 5.3.1 iснує константа c > 1 така, що для великих k м.н.

exp
{φ(ck)√

ck
N
(
u(ck−1) − f(1/c)ψ(ck)

)}
≤ exp

{δ

6
Nφ2(ck)

}
. (5.3.7)

Тепер оцiнимо ∫ 1

1/c

(
l

ḟ(s)

σ(f(s))
+ NI[1/c,di](s)

)2

ds ≤

≤ 2l2Jc(f)+2Nl

∫ di

1/c

ḟ(s)

σ(f(s))
ds + N 2(1 − 1/c).

(5.3.8)

Позначимо вираз в правiй частинi (5.3.8) через Ac(Jc, N, l). Тодi з (5.3.7),

(5.3.8) отримаємо:

J1
k(i) ≤ exp

{
− φ2(ck)

[
N

δ

6
+ P1mJc(f)

]}
×

× exp
{φ2(ck)P2

2
Ac(Jc, N, l)

}
exp

{
φ2(ck)N

(
f(1/c) − f(di)

)}
Eθ =

= exp
{
− φ2(ck)

[
N

δ

6
+ P1mJc(f) − P2l

2Jc(f) − N 2P2(1 − 1/c)

2

]}
×

× exp
{

φ2(ck)N

∫ di

1/c

( lP2

σ(f(s))
− 1

)
ḟ(s)ds

}
Eθ.

(5.3.9)
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Вираз в дужках пiд останнiм iнтегралом (5.3.9) не перевищує
lP2√
P1

, а

∫ di

1/c

ḟ(s)ds ≤ ∣∣ ∫ di

1/c

√
σ(f)

σ(f)
ḟ(s)ds

∣∣ ≤ √
P2

√
2Jc(f)

√
1 − 1/c.

Тому з (5.3.9), привiвши подiбнi, отримуємо:

J1
k(i) ≤ exp

{
− φ2(ck)

[Nδ

6
+ Jc(f)

(
P1m − P2l

2
)
−

−N 2P2(1 − 1/c)

2
− lN

√
P 3

2

P1

√
2Jc(f)

√
1 − 1/c

]}
Eθ =

= exp
{

φ2(ck)P1(l
2 − m2)Jc(f)

}
exp

{
− φ2(ck)

[
Nδ

6
− N 2P2(1 − 1/c)

2
+

+Jc(f)
(
P1(l

2 − m2) + P1m − P2l
2
)
− lN

√
P 3

2

P1

√
2Jc(f)

√
1 − 1/c

]}
Eθ.

Позначимо, використовуючи (5.3.5),

âk(i) = exp
{
− φ2(ck)

[Nδ

6
− N 2P2(1 − 1/c)

2
+ K1Jc(f)−

−lN

√
P 3

2

P1

√
2Jc(f)

√
1 − 1/c

]}
.

Оскiльки K1 > 0, то вираз в квадратних дужках буде додатнiм при

деякому N > 0. При такому виборi N limk→∞ âk(i) = 0, та

J1
k(i) ≤ exp

{
φ2(ck)P1(l

2 − m2)Jc(f)
}

âk(i)Eθ. (5.3.10)

Аналогiчно отримаємо:

J2
k(i) ≤ exp

{
φ2(ck)P1(l

2 − m2)Jc(f)
}

ǎk(i)Eθ. (5.3.11)

де limk→∞ ǎk(i) = 0.

Твердження леми 5.3.5 випливає з (5.3.10) та (5.3.11) з

ak(i) = âk(i) + ǎk(i). �
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Лема 5.3.6. Для вибраних констант l,m, p i будь-якого δ > 0 м.н.

P{ρk(l, m)IΩ\Lk,p(δ)(ω)|�k−1} ≤ exp
{
φ2(ck)P1(l

2 − m2)Jc(f)
}
bk(δ),

де bk(δ) не залежить вiд θ та lim
k→∞

bk(δ) = 0.

� Для будь-якої додатної обмеженої випадкової величини θ ≺ �k−1 ви-

користаємо нерiвнiсть леми 5.3.3 для функцiї h(x) = e
φ(ck)N√

ck
x
з деякою кон-

стантою 0 < N < 1, яку оберемо пiзнiше. Будемо мати:

Eθρk(l,m)IΩ\Lk,p(δ)(ω) ≤ Eθρk(l, m)×

× exp
{∣∣∣φ(ck)√

ck
N

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s) − pφ2(ck)P2

2ck
N

∫ ck

ck−1

ḟ 2( s
ck )

σ2(f( s
ck ))

ds
∣∣∣}×

× exp
{
− φ2(ck)NδP2Jc(f)

}
≤ Eθρk(l,m)×

× exp
{φ(ck)√

ck
N

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s) − φ2(ck)N(δ + p)P2Jc(f)

}
+

+Eθρk(l, m) exp
{
− φ(ck)√

ck
N

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s)−

−φ2(ck)N(δ − p)P2Jc(f)
}

= J1
k(δ) + J2

k(δ).

Пiдставимо ρk(l, m) i розглянемо доданок J1
k(δ), використовуючи марко-

вiсть процесу η(t):

J1
k(δ) = Eθ exp

{φ(ck)(N + l)√
ck

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s)−

−φ2(ck)
(
N(δ + p)P2Jc(f) +

m

2

∫ 1

1/c

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ 2(s)ds
)}

≤

≤ exp
{
− φ2(ck)Jc(f)

(
N(δ + p)P2 + P1m

)}
×

×E

{
θE
{

exp
[φ(ck)(N + l)√

ck

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s)

]∣∣∣�k−1

}}
=

= exp
{
− φ2(ck)Jc(f)

(
N(δ + p)P2 + P1m

)}
×
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×Eθ exp
{

φ2(ck)Mk

(
(l + N)

ḟ

σ(f)
; η(ck−1)

)}
.

Тодi, за лемою 5.3.4, можемо отримати м.н.:

Mk

(
(l + N)

ḟ

σ(f)
; η(ck−1)

)
≤ (l + N)2P2

2

∫ 1

1/c

ḟ 2

σ2(f)
ds = (l + N)2P2Jc(f).

Отже, привiвши подiбнi, отримуємо:

J1
k(δ) ≤ exp

{
− φ2(ck)Jc(f)

[
N(δ + p)P2 + P1m − (l + N)2P2

]}
Eθ =

= exp
{
− φ2(ck)Jc(f)

(
P2

(
(δ + p)N − (l + N)2

)
+ P1m ± P1(l

2 − m2)
)}

×

× Eθ = exp
{

φ2(ck)P1(l
2 − m2)Jc(f)

}
exp

{
− φ2(ck)Jc(f)

[
− P2N

2+

+ P2(δ + p − 2l)N + K1

]}
Eθ = exp

{
φ2(ck)P1(l

2 − m2)Jc(f)
}
b̌k(δ)Eθ,

(5.3.12)

де b̌k(δ) - друга експонента з лiвої частини останньої рiвностi в (5.3.12).

Оскiльки K1 > 0, то вираз в квадратних дужках b̌k(δ) буде додатним при

деякому N > 0. При такому виборi N

lim
k→∞

b̌k(δ) = 0.

Аналогiчним чином

J2
k(δ) ≤ exp

{
φ2(ck)P1(l

2 − m2)Jc(f)
}
b̂k(δ)Eθ,

де lim
k→∞

b̂k(δ) = 0.

Остаточно, твердження леми 5.3.6 має мiсце з bk(δ) = b̌k(δ) + b̂k(δ) при

деякому додатному N . �

Лема 5.3.7. Для довiльної функцiї f ∈ KG такої, що 2J(f) = h2 < G2

iснують числа c > 1 i v > 0 такi, що для достатньо великих k м.н.

P

(
Ck|�k−1

)
≥ 1

2
exp

{
− φ2(ck)

(G2

2
− v

)}
.
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� Для будь-якої додатної обмеженої випадкової величини θ ≺ �k−1 маємо:

EθICk
(ω) = Eθρk(l, m)ICk

(ω) exp
{
− l

φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s)+

+
mφ2(ck)

2ck

∫ ck

ck−1

σ2(η(s))

σ2(f( s
ck ))

ḟ 2(
s

ck
)ds

}
≥

≥ exp
{

φ2(ck)
[
P1mJc(f) − P2plJc(f)

]}
Eθρk(l,m)ICk

(ω)×

× exp
{
− l

φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s) + pl

φ2(ck)P2

2ck

∫ ck

ck−1

ḟ 2( s
ck )

σ2(f( s
ck ))

ds
}
≥

≥ exp
{

φ2(ck)Jc(f)
[
P1m − P2pl

]}
Eθρk(l, m)ICk

(ω)ILk,p
(ω)×

× exp
{
− l

(φ(ck)√
ck

∫ ck

ck−1

σ(η(s))

σ(f( s
ck ))

ḟ(
s

ck
)dw(s) − p

φ2(ck)P2

2ck

∫ ck

ck−1

ḟ 2( s
ck )

σ2(f( s
ck ))

ds
)} ≥

≥ exp
{

φ2(ck)Jc(f)
[
P1m − P2pl − P2δl

]}
Eθρk(l, m)ICk

(ω)ILk,p
(ω).

Тут ми: домножили/подiлили на ρk(l, m) та exp
{plφ2(ck)P2Jc(f)

2

}
;

скористались нерiвнiстю виду 1 ≥ ILk,p
(ω) та нерiвнiстю виду

exp{−a}I(|a|<b) ≥ exp{−b}I(|a|<b).

Оскiльки ICk
(ω)ILk,p(δ)(ω) ≥ 1 − IΩ\Ck

(ω) − IΩ\Lk,p(δ)(ω), то

EθICk
(ω) ≥ exp

{
φ2(ck)Jc(f)

(
P1m − P2pl − P2δl

)}×
×Eθρk(l, m)

(
1 − IΩ\Ck

(ω) − IΩ\Lk,p(δ)(ω)
)
.

Далi, маємо з (5.3.6):

Eθρk(l, m) = E

{
θE
{

ρk(l,m)|�k−1

}}
=

= E

{
θẼ
{

exp
[φ2(ck)

2ck

∫ ck

ck−1

(
l2 − m2

)σ2(η)

σ2(f)
ḟ 2ds

∣∣�k−1

]}}
.

Зрозумiло, що l2 − m2 > l2
P2

P1
− m > 0, враховуючи лiву нерiвнiсть A2.
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Тому Eθρk(l, m) ≥ exp
{

φ2(ck)P1(l
2 − m2)Jc(f)

}
Eθ.

Продовжимо, скориставшись цiєю оцiнкою i оцiнками лем 5.3.5, 5.3.6:

EθICk
(ω) ≥ exp

{
φ2(ck)Jc(f)

(
P1m − P2(pl + δl)

)}
×

× exp
{

φ2(ck)P1(l
2 − m2)Jc(f)

}(
1 − Σ

n(Δ)
i=1 ak(i) − bk(δ)

)
Eθ ≥

≥ exp
{
− φ2(ck)Jc(f)

(
P1(m

2 − l2 − m) + P2(pl + δl)
)}

Eθ.

Враховуючи A3, маємо:

EθICk
(ω) ≥ exp

{
− φ2(ck)Jc(f)

(
1 + P2δl

)}
Eθ. (5.3.13)

Зрозумiло, що

Jc(f)
(
1 + P2δl

)
≤
(
1 + P2δl

)h2

2
.

Виберемо δ <
G2 − h2

3h2

1

P2l
. З останньої нерiвностi отримаємо, що

Jc(f)
(
1 + P2δl

)
≤ G2

2
− v, (5.3.14)

де v =
G2 − h2

3
. Твердження леми 5.3.7 випливає з (5.3.13), (5.3.14). �

З лiпшецевостi функцiї κ (див. (3.2.8)) випливає наступний результат.

Лема 5.3.8. Нехай для довiльних одновимiрних функцiй {fn} i g має

мiсце

P

{
lim
n→∞ sup

t∈[0,1]

|fn(t) − g(t)| = 0
}

= 1.

Тодi для функцiї κ, заданої формулою (3.2.8), має мiсце

P

{
lim
n→∞ sup

t∈[0,1]

|κ(fn(t)) − κ(g(t))| = 0
}

= 1.
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5.4. Функцiональний закон повторного логарифма

для косого броунiвського руху

Розглядаємо косий броунiвський рух як розв’язок стохастичного рiвнян-

ня з локальним часом (5.1.1). Покладемо

Y (f) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2

∫ 1

0

|ḟ(t)|2dt, якщо f ∈ H2[0, 1], f(0) = 0,

+ ∞, в iнших випадках.

(5.4.1)

Далi визначимо FD =
{

h ∈ C[0, 1] : h(0) = 0; Y (h) ≤ D2

2

}
. Якщо

D2 = ∞, то F∞ =
{
h ∈ C[0, 1] : h(0) = 0

}
.

Для довiльного T > 0 розглянемо випадковi процеси

ξT (t) =
ξ(Tt) − x√

Tφ(T )
=

βLξ(tT, 0) + w(tT )√
Tφ(T )

. (5.4.2)

Теорема 5.4.1. Нехай |β| < 1, φ ∈ Φ, G задається (5.1.3). Тодi при

T → ∞ послiдовнiсть {ξT (t)} має в C[0, 1] множину граничних точок, що

спiвпадає з FG м.н.

Доведення теореми 5.4.1. За лемою 3.2.2 та формулами (3.2.8)-(3.2.9)

маємо, що ζ(t) = ϕ(ξ(t)) або ж ξ(t) = κ(ζ(t)), де

ζ(t) = ϕ(x) +

∫ t

0

dw(s)

1 + βsgnζ(s)
, t ∈ [0, 1]. (5.4.3)

Тобто процес ζ(t) має вигляд (5.2.1) з y = ϕ(x) та

σ(x) = (1 + βsgnx)−1.

Для процесу ζT (t) =
ζ(Tt) − ϕ(x)√

Tφ(T )
має мiсце твердження теореми 5.2.1 з

множиною граничних точок KG =
{

f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0; J(f) ≤ G2

2

}
. А з

означення функцiй L(f(s), ḟ(s)) – формули (5.2.4) – маємо властивiсть

L(f(s), ḟ(s)) =
(dκ

(
f(s)

)
ds

)2

,
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тобто Y (κ(f)) = J(f), значить з того, що f ∈ KG, випливає, що κ(f) ∈ FG.

Скористаємось теоремою 5.2.1. Маємо: для довiльної f ∈ KG iснує пiд-

послiдовнiсть {Tm} така, що

P

{
lim

Tm→∞
sup

t∈[0,1]

|ζTm
(t) − f(t)| = 0

}
= 1.

Водночас

ζT (t) =
ζ(Tt) − ϕ(x)

ψ(T )
=

ξ(Tt)
1+βsgnξ(Tt) − x

1+βsgnx

ψ(T )
=

= ϕ(ξT (t)) +

x
1+βsgnξ(Tt) − x

1+βsgnx

ψ(T )
.

Тодi з лем 3.2.2, 5.3.8, формул (3.2.8), (3.2.9), (5.1.1), (5.2.1) та того, що

lim
T→∞

x
1+βsgnξ(Tt) − x

1+βsgnx

ψ(T )
= 0, будемо мати твердження теореми 5.4.1.

Теорему 5.4.1 доведено.

Висновки до роздiлу 5. В даному роздiлi доведено функцiональний

закон типу повторного логарифму для стохастичного рiвняння Iто з нульовим

зносом та розривним коефiцiєнтом дифузiї, який проте є вiдокремленою вiд

нуля обмеженою функцiєю обмеженої варiацiї.

Також доведено функцiональний закон типу повторного логарифму для

косого броунiвського руху.
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РОЗДIЛ 6

ЯВИЩЕ ПЕАНО

ДЛЯ СТОХАСТИЧНИХ РIВНЯНЬ

Питання про збiжнiсть мiр, породжених розв’язками стохастичних рiв-

нянь Iто з малою дифузiєю виду

xε(t) =

∫ t

0

b(xε(s))ds + εw(t),

при ε → 0 до мiри, що зосереджена на розв’язку вiдповiдної задачi Кошi

x
′

(t) = b(x(t)), x(0) = x0,

за умови єдиностi цього розв’язку, розглянуто в кiлькох роботах, серед яких

згадаємо книги А. Д. Вєнтцєля i М. I. Фрєйдлiна [9] та Д. Струка, С. Р. С.

Варадана [92].

Випадок неєдиностi розв’язку вiдповiдної задачi Кошi (так зване "яви-

ще Пеано") також розглядався. В роботах П. Балдi [62], П. Балдi i Р. Бафiко

[63] за умов неперервностi функцiї b(x) i виконання умови
∫ δ

0

1

h(y)
dy < ∞ в

деякому околi точки x = 0. Тут h(x) = min
[x,x+δ]

b(·) для деякого δ > 0. Доведе-

на слабка збiжнiсть мiр до мiри, зосередженої на екстремальних розв’язках

вiдповiдної задачi Кошi з певними вагами. В роботi А. Ю. Вєрєтєннiкова

[12] функцiя b(x) неперервна, непарна i опукла догори на (0,∞). В цьому

випадку гранична мiра зосереджена на екстремальних розв’язках вiдповiд-

ної задачi Кошi з вагами, рiвними 1/2. В роботi М. Градiнару, С. Херман,

Б. Ройнет [68] для функцiї b(x) = |x|γsign(x), γ ∈ (0, 1), вивчена збiжнiсть

щiльностi розподiлу pε
t(x) вiдносно мiри Лебега при ε → 0. В роботi Р. Бук-

дана, М. Квiнкампа, У. Оукнiна [64] за умов лiнiйного росту функцiї b(x) (без
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неперервностi) встановлена збiжнiсть xε за пiдпослiдовнiстю εn до розв’язку

диференцiйного включення за Фiлiпповим виду x(t) ∈ b
(
x(t)

)
.

В даному роздiлi проведенi дослiдження в кiлькох напрямках. По-

перше, встановлено слабку збiжнiсть пiдпослiдовностей мiр, породжених

розв’язками рiвнянь Iто з неперервним коефiцiєнтом зносу та з коефiцiєнтом

дифузiї, вiдмiнним вiд одиницi (навiть, можливо розривним). Останнє, звiсно,

не впливає на екстремальнi розв’язки вiдповiдної задачi Кошi, але впливає на

значення ваг граничної мiри. По-друге, завдяки використанню технiки асимп-

тотичних припущень роботи Є. I. Островського [43] вдалось спростити умови

даної збiжностi. По-третє, встановлена слабка збiжнiсть пiдпослiдовностей

мiр, породжених розв’язками стохастичного рiвняння з локальним часом з

неперервним коефiцiєнтом зносу та малою дифузiєю, до мiр, зосереджених

з певними вагами на екстремальних розв’язках вiдповiдної задачi Кошi та

вказанi формули для обчислення цих ваг. Широко використовуються iдеї ро-

боти [63] та, як i в попереднiх роздiлах, формули зв’язку мiж рiвняннями з

локальним часом та рiвняннями Iто.

6.1. Позначення та умови

Розглядаємо простiр C[0,∞) з метрикою рiвномiрної збiжностi на ком-

пактах з [0,∞):

ρ(f, g) =
∞∑

N=1

1

2N

supt∈[0,N ] |f(t) − g(t)|
1 + supt∈[0,N ] |f(t) − g(t)| .

Означення 6.1.1. Будемо говорити, що функцiї f(x) та g(x) асимпто-

тично еквiвалентнi при x → x0 та позначати f(x) ∼ g(x), якщо має мiсце
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рiвнiсть

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

Розглянемо стохастичне рiвняння з локальним часом та малою дифузiєю

ξε(t) = βLξε(t, 0) +

∫ t

0

b(ξε(s))ds + ε

∫ t

0

σ(ξε(s))dw(s), t ∈ [0, 1], (6.1.1)

та поставимо йому у вiдповiднiсть задачу Кошi

ẏ(t) = b(y(t)), y(0) = 0. (6.1.2)

Для коефiцiєнтiв рiвняння (6.1.1) введемо наступну умову:

Умова (V).

V1. Функцiя b(x) неперервна i точка ноль є її єдиним нулем.

V2. Iснує константа Λ така, що для a(x) = σ2(x)

(b, a) ∈ L(Λ−1, Λ).

V3. Функцiя σ(x) не змiнює знак i є функцiєю локально обмеженої варiацiї:

для будь-якого N < ∞

sup
−N=x0<x1<x2<...<xk=N

k∑
i=1

|σ(xi) − σ(xi−1)| < ∞.

V4. Константа |β| < 1.

Зауважимо, що за умов V2 i V4 iснує єдиний слабкий розв’язок рiвняння

(6.1.1) [67, теорема 4.35].
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6.2. Результати для звичайних диференцiальних рiв-

нянь

Розглянемо докладно задачу Кошi (6.1.2). Будемо вважати, що для неї

завжди мають мiсце умови V1 i V2 для функцiї b(x). Тодi ця задача має

принаймнi один – нульовий – розв’язок i всi її розв’язки проходять через

точку (0; 0). Множину iнтегральних кривих називають iнтегральною ворон-

кою. Позначимо її через R. За теоремою Кнезера [53, теорема III.4.1] мно-

жина R є зв’язною замкненою множиною. Таким чином, з iснування двох

рiзних розв’язкiв випливає, що їх нескiнченно багато. При цьому кожен

розв’язок з iнтегральної воронки можна розташувати мiж двома спецiальни-

ми розв’язками – якi будемо називати екстремальними – вiдповiдно верхнiм

y(t) i нижнiм y(t):

y(t) ≤ y(t) ≤ y(t),

де y(t) = sup{y(t), y(t) ∈ R}, y(t) = inf{y(t), y(t) ∈ R} [19, теорема
II.1.2]. Будь-який перерiз t = t1 iнтегральної воронки є замкненим вiдрiзком

[y(t1), y(t1)].

Зауваження 6.2.1. Вiдмiтимо, що якщо b(x)x < 0 для x �= 0, то

задача (6.1.2) має лише нульовий розв’язок.

Справдi, нехай ненульовий розв’язок y(t) iснує. Тодi, домноживши (6.1.2)

на y(t) i проiнтегрувавши отримаємо

y2(t) = 2

∫ t

0

b(y(s))y(s)ds ≤ 0,

що можливо лише для y(t) ≡ 0.

Зауваження 6.2.2. [60, теорема 1.2.8] Для iснування ненульового

розв’язку (6.1.2) необхiдна збiжнiсть (з деяким δ > 0) хоча б одного з iн-
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тегралiв ∫ δ

0

1

b(y)
dy,

∫ 0

−δ

1

b(y)
dy. (6.2.1)

Можливi наступнi три випадки:

Для довiльного δ > 0 iнтеграли
∫ δ

0

1

b(y)
dy i

∫ 0

−δ

1

b(y)
dy збiжнi. (6.2.2)

Для довiльного δ > 0 iнтеграл
∫ δ

0

1

b(y)
dy розбiжний. (6.2.3)

В цьому випадку верхнiй розв’язок y(t) = 0, [60, теорема 1.2.8].

Для довiльного δ > 0 iнтеграл
∫ 0

−δ

1

b(y)
dy розбiжний. (6.2.4)

В цьому випадку нижнiй розв’язок y(t) = 0, [60, теорема 1.2.8].

Вiдмiтимо, що якщо одночасно мають мiсце умови (6.2.3) i (6.2.4), то

задача (6.1.2) має єдиний розв’язок y(t) ≡ 0.

Таким чином, ненульовi розв’язки (6.1.2) iснують в таких випадках:

A1. Функцiя b(x)x > 0 при x �= 0 i обидва iнтеграли в (6.2.1) збiжнi.

A2. Функцiя b(x)x > 0 при x �= 0 i перший iнтеграл в (6.2.1) збiжний, а

другий - розбiжний.

A3. Функцiя b(x)x > 0 при x �= 0 i перший iнтеграл в (6.2.1) розбiжний,

а другий - збiжний.

A4. Функцiя b(x) > 0 при x �= 0 i перший з iнтегралiв в (6.2.1) збiжний.

A5. Функцiя b(x) < 0 при x �= 0 i другий з iнтегралiв в (6.2.1) збiжний.

Лема 6.2.1. Якщо для двох ненульових розв’язкiв y1(t), y2(t) задачi

(6.2.1) iснує t1 > 0, таке, що y1(t1) = y2(t1) �= 0, то цi розв’язки спiвпада-

ють при всiх t ≥ 0.
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� Нехай iснує точка t2, в якiй функцiї y1(t) i y2(t) не спiвпадають. Визна-

чимо функцiю

Y (t) =

∫ y2(t)

y1(t)

1

b(z)
dz.

Тодi Y (t1) = 0, але Y (t2) �= 0. В силу того, що y1(t), y2(t) - розв’язок задачi

(6.1.2), для тих t, для яких yi(t) �= 0, i = 1, 2, отримаємо

Y
′

(t) =
y

′

2(t)

b(y2(t))
− y

′

1(t)

b(y1(t))
= 0.

Тобто для таких t функцiя Y (t) = const i, оскiльки Y (t1) = 0, то Y (t) ≡ 0,

що неможливо. �

Позначимо H(x) =

∫ x

0

1

b(y)
dy для x ≥ 0 i K(x) =

∫ 0

x

1

b(y)
dy для x ≤ 0.

За умови V1 данi функцiї строго монотоннi. Позначимо через H−1(x), K−1(x)

оберненi до них функцiї.

Лема 6.2.2. У випадку A1 всi ненульовi розв’язки задачi (6.1.2) мають

вигляд:

yλ(t) = H−1
(
(t − λ)+

)
, λ ≥ 0, (6.2.5)

yμ(t) = K−1
(− (t − μ)+

)
, μ ≥ 0. (6.2.6)

При цьому екстремальними розв’язками є y(t) = H−1(t), y(t) = K−1(−t).

� Те, що функцiї (6.2.5), (6.2.6) є розв’язками задачi (6.1.2)

перевiряється пiдстановкою. Для довiльних λ ≥ 0, μ ≥ 0,

K−1(−t) ≤ yμ(t) ≤ yλ(t) ≤ H−1(t). Нехай y(t) - довiльний розв’язок задачi

(6.1.2), що лежить в криволiнiйнiй областi
[
K−1(−t), H−1(t)

]
i перетинає її

перерiз t = t0 в точцi y0 = y(t0) > 0. Iснує точка t∗ ≤ t0 така, що H−1(t∗) = y0.

Взявши λ∗ = t0 − t∗ для функцiї yλ∗(t) отримаємо yλ∗(t0) = y0. В силу леми

6.2.1 взятий розв’язок має вигляд (6.2.5). Аналогiчно розглядається випадок

y0 = y(t0) < 0.

95



Доведемо тепер, що y(t) = H−1(t). Припустимо, що iснує розв’язок ŷ(t)

задачi (6.1.2) такий, що ŷ(t) > H−1(t). Тодi при будь-якому R > 0 функ-

цiя ŷ((t − R)+) також є розв’язком задачi (6.1.2). Зрозумiло, що знайдеться

таке R∗ при якому функцiї ŷ((t − R∗)+) i H−1(t) перетнуться. З леми 6.2.1

тодi випливає, що R∗ = 0 и ŷ(t) = H−1(t). Так само встановлюється, що

y(t) = K−1(−t). �

Зауваження 6.2.3. Важливо вiдмiтити, що у випадку A1 з усiх

розв’язкiв задачi (6.1.2), що виходять з [−r, r] в точцi r, y(t) є

"найшвидшим" i час виходу для нього дорiвнює

∫ r

0

1

b(y)
dy = H(r).

Аналогiчно y(t) є тим розв’язком, який найшвидше з усiх виходить з

[−r, r] в точцi (−r) i час виходу для нього дорiвнює

∫ −r

0

1

b(y)
dy = −K(−r).

Аналогiчно лемi 6.2.2 доводиться наступна лема.

Лема 6.2.3. 1. У випадках A2 i A4 всi ненульовi розв’язки задачi

(6.1.2) мають вигляд (6.2.5). При цьому екстремальними розв’язками є

y(t) = H−1(t), y(t) = 0.

2. У випадках A3 i A5 всi ненульовi розв’язки задачi (6.1.2) мають вигляд

(6.2.6). При цьому екстремальними розв’язками є y(t) = 0, y(t) = K−1(−t).

Фiксуємо деяке r > 0 i розглянемо диференцiйне рiвняння другого по-

рядку з малим параметром:

ε2

2
a(x)φ′′

ε(x) + b(x)φ′
ε(x) = −1, x ∈ (−r; r) (6.2.7)

φε(−r) = φε(r) = 0. (6.2.8)

Задача (6.2.7), (6.2.8) має явний розв’язок

φε(x) = C1(ε) + C2(ε)Aε(x) − Bε(x),
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де Bε(x) =
2

ε2

∫ x

0

1

a(z)

[ ∫ x

z

exp

{
− 2

ε2

∫ p

z

b(v)

a(v)
dv

}
dp

]
dz,

Aε(x) =

∫ x

0

exp

{
− 2

ε2

∫ z

0

b(v)

a(v)
dv

}
dz, (6.2.9)

C1(ε) = Bε(r)
−Aε(−r)

Aε(r) − Aε(−r)
+ Bε(−r)

Aε(r)

Aε(r) − Aε(−r)
, (6.2.10)

C2(ε) =
Bε(r) − Bε(−r)

Aε(r) − Aε(−r)
.

Нас буде цiкавити поведiнка φε(0) = C1(ε) при ε → 0.

Лема 6.2.4. Припустимо, що b(x) > 0 на (0, r) i

∫ r

0

1

b(y)
dy < +∞. Тодi

lim
ε→0

Bε(r) =

∫ r

0

1

b(y)
dy = H(r).

Аналогiчно для b(x) < 0 на (−r, 0) i

∫ −r

0

1

b(y)
dy < +∞ отримуємо

lim
ε→0

Bε(−r) = −
∫ 0

−r

1

b(y)
dy = −K(−r).

� Для доведення леми використаємо метод Лапласа для асимптотики

iнтегралiв [17]. Позначимо F (p) = −
∫ p

z

b(v)

a(v)
dv, p ∈ [z, r], z > 0. Зрозумiло,

що F (p) ≤ 0 i монотонно спадає, а значить точка p = z є точкою максимуму.

При цьому, F (p) = 0, F ′(p) �= 0. Використаємо результат [17, Теорема 1.2.3].

Маємо, ∫ r

z

exp

{
− 2

ε2

∫ p

z

b(v)

a(v)

}
dv ∼ ε2a(z)

2b(z)
, при ε → 0.

За теоремою Лебега,

lim
ε→0

Bε(r) =

∫ r

0

1

b(y)
dy.
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Аналогiчно,

Bε(−r) = − 2

ε2

∫ 0

−r

1

a(z)

[∫ z

−r

e
2
ε2

G(p)dp

]
dz,

де G(p) =
∫ z

p
b(v)
a(v) , p ∈ [−r, z], z < 0. Очевидно, що G(p) ≤ 0, G(p) зростає i її

точкою максимуму є p = z. Знову застосовуючи використану вище теорему,

отримаємо друге твердження леми. �

Дослiдження ваг граничної мiри приводить до обчислення виразу

ΓK = lim
ε→0

−Aε(−K)

Aε(K) − Aε(−K)
, (6.2.11)

де Aε(x) визначено в (6.2.9).

Вiдмiтимо окремий випадок, коли значення ΓK легко обчислити.

Лема 6.2.5. Нехай функцiя b(x) > 0 для x > 0, функцiя
b(x)

a(x)
непарна,

виконується умова V2 i для довiльного δ > 0 є збiжним iнтеграл

∫ δ

0

1

b(x)
dx.

Тодi збiжним є iнтеграл

∫ 0

−δ

1

b(x)
dx i ΓK =

1

2
.

� За умови V2 iнтеграли∫ δ

0

1

b(x)
dx i

∫ δ

0

a(x)

b(x)
dx

збiжними є одночасно. Аналогiчно i для iнтегралiв∫ 0

−δ

1

b(x)
dx i

∫ 0

−δ

a(x)

b(x)
dx.

Враховуючи непарнiсть, отримуємо, що∫ x

0

a(y)

b(y)
dy = −

∫ 0

−x

a(y)

b(y)
dy.

Тобто Aε(r) = −Aε(−r). Звiдси випливає твердження леми. �

Для обчислення ΓK в iнших випадках використаємо результат теореми

роботи [43], який сформулюємо у виглядi леми. Нехай S(x) – числова функ-

цiя, λ – великий параметр: λ → ∞. Покладемо M = sup
x∈[a,b]

S(x) i для u ≥ 0

X(u) = {x : M − u < S(x) < M}, H(u) = Leb{X(u)}.
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Далi,

I(λ) =

∫ b

a

exp{λS(x)}dx.

Лема 6.2.6. [43]. Нехай при u → 0+, α > 0 i довiльному β

H(u) ∼ Cuα| ln u|β, (6.2.12)

Тодi при λ → ∞

I(λ) ∼ CΓ(α + 1) exp{M}λ−α| ln λ|β. (6.2.13)

Покладемо

L(x) =

∫ x

0

b(y)

a(y)
dy. (6.2.14)

Лема 6.2.7. Нехай xb(x) > 0 для x �= 0, тодi:

1. Якщо для деяких констант d > 0, δ > 0 i довiльному γ при x → 0+

L(x)| ln L(x)|γ ∼ dxδ, (6.2.15)

то при ε → 0

Aε(r) ∼
(

2γ−1

d

) 1
δ

Γ

(
1 +

1

δ

)
ε

2
δ | − ln ε|γ

δ . (6.2.16)

2. Якщо для деяких констант k > 0, μ > 0 i довiльному θ при x → 0−

L(x)| ln L(x)|θ ∼ k|x|μ, (6.2.17)

то при ε → 0

−Aε(−r) ∼
(

2θ−1

k

) 1
μ

Γ

(
1 +

1

μ

)
ε

2
μ | − ln ε| θ

μ . (6.2.18)

� Вiдмiтимо, що функцiя
( − L(x)

) ≤ 0 для довiльних x, спадає при

x > 0 i зростає при x < 0,

sup
x∈[0,r]

(− L(x)
)

= sup
x∈[−r,0]

(− L(x)
)

= L(0) = 0.
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Розглянемо перший пункт. Щоб скористатися лемою 6.2.6, покладемо

S(x) = −L(x), λ = 2
ε2 . У функцiї L(x) iснує обернена L−1(x) i

X(u) = {x : 0 < L(x) < u} = {x : 0 < x < L−1(u)}, H(u) = L−1(u).

Умова (6.2.15) еквiвалентна умовi (6.2.12) з C = (1
d)

1
δ , α = 1

δ , β = γ
δ . Твер-

дження (6.2.16) випливає з (6.2.13).

Зауважимо, що

−Aε(−r) =

∫ r

0

exp

{
ε2

2
(−L(−x))

}
dx.

Поклавши S(x) = −L(−x), аналогiчно доводимо другу частину леми. �

Використовуючи лему 6.2.7, нескладно довести наступне твердження.

Лема 6.2.8. Нехай b(x)x > 0 при x �= 0, виконуються умови (6.2.15) i

(6.2.17). Тодi величина ΓK не залежить вiд K (тому будемо позначати її

просто Γ) i мають мiсце наступнi твердження:

1. Якщо δ = μ i γ = θ, то

Γ =
1

1 +
(

k
d

) 1
δ

.

2. Якщо δ < μ або δ = μ i γ < θ , то Γ = 1.

3. Якщо δ > μ або δ = μ i γ > θ , то Γ = 0.

Виходячи з формул (6.2.10), (6.2.11) и лем 6.2.4, 6.2.5, 6.2.7, 6.2.8, отри-

муємо наступний результат:

Лема 6.2.9. В умовах лем 6.2.5, 6.2.8

lim
ε→0

φε(0) = ΓH(r) + (1 − Γ)(−K(−r)).
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Позначимо

b̂n(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
b(x) , при x ≥ 0,

−b(−x
n)a(x)

na(−x
n)

, при x < 0,

bn(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−b(−x

n)a(x)

na(−x
n)

, при x > 0,

b(x) , при x ≤ 0,

Замiнивши функцiю b(x) на одну з цих двох, аналогiчно формулам (6.2.9),

(6.2.11) визначимо вирази Âε,n(x), Aε,n(x) i Γ̂r,n, Γr,n вiдповiдно.

Лема 6.2.10. Припустимо, що функцiя b(x) > 0 для x �= 0, a(x) ≥ Λ−1

i має мiсце умова (6.2.15). Тодi для функцiї

L̂n(x) =

∫ x

0

b̂n(y)

a(y)
dy

мають мiсце умови (6.2.15) i (6.2.17) з коефiцiєнтами γ, d, δ i

θ = γ, k = d
nδ , μ = δ вiдповiдно. Величина Γ̂r,n = n

n+1 .

Якщо функцiя b(x) < 0 для x �= 0, a(x) ≥ Λ−1 i має мiсце умова (6.2.17), то

для функцiї

Ln(x) =

∫ x

0

bn(y)

a(y)
dy

мають мiсце умови (6.2.15) i (6.2.17) з коефiцiєнтами γ = θ, d = k
nμ , δ = μ

i θ, k, μ вiдповiдно. Величина Γr,n = 1
n+1 .

� Доведемо твердження для функцiї L̂n(x), для функцiї Ln(x) доведення

аналогiчне. Маємо при x < 0:

L̂n(x) = −1

n

∫ x

0

b(− y
n)

a(− y
n)

dy =

∫ − x
n

0

b(y)

a(y)
dy = L

( |x|
n

)
,

де функцiя L(x) задається в (6.2.14). Враховуючи те, що з умов леми випли-

ває, що при x → 0+ L(x) lnθ L(x) ∼ dxδ, тодi при x → 0−

L̂n(x) lnγ L̂n(x) = L
( |x|

n

)
lnγ L

( |x|
n

)
∼ d

( |x|
n

)δ

=
d

nδ
|x|δ,
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звiдки отримуємо твердження леми. �

6.3. Результати для рiвнянь Iто

Доведемо деякi загальнi результати теорiї стохастичних диференцiйних

рiвнянь (СДР) – такi, як iснування сильних розв’язкiв одновимiрних СДР i

теорему порiвняння для них при, взагалi кажучи, розривних коефiцiєнтах,

але при невиродженому коефiцiєнту дифузiї.

Розглянемо стохастичнi рiвняння Iто

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0

b(ξ(s))ds +

∫ t

0

σ(ξ(s))dw(s), (6.3.1)

η(t) = η(0) +

∫ t

0

B(η(s))ds +

∫ t

0

σ(η(s))dw(s). (6.3.2)

Розв’язки рiвнянь (6.3.1) та (6.3.2) можна розумiти як сильний розв’язок

- [8, роздiл IV, означення 1.6] i як слабкий - [8, роздiл IV, означення 1.2].

Нагадаємо

Означення 6.3.1. [8, роздiл IV, означення 1.5] Будемо говорити, що

виконується умова сильної (потраекторної) єдиностi для рiвняння (6.3.1),

якщо для будь-яких двох розв’язкiв ξ та ξ′, визначених на одному й тому ж

ймовiрнiсному просторi (Ω,F , P) з одним i тим же потоком Ft i одним i тим

же одновимiрним вiнерiвським процесом (w(t),Ft), з рiвностi ξ(0) = ξ′(0) м.н.

випливає, що ξ(t) = ξ′(t) для всiх t ≥ 0 м.н.

Зауваження 6.3.1. 1. З сильної єдиностi слабкого розв’язку випливає

iснування сильно єдиного сильного розв’язку (принцип Ямада-Ватанабе [1,

теорема 1.3, стор. 45]).

2. Зi слабкої єдиностi сильного розв’язку випливає iснування сильно єдиного

сильного розв’язку [57].
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Тобто для сильного розв’язку поняття сильної i слабкої єдиностi еквi-

валентнi i в подальшому для сильних розв’язкiв будемо вживати поняття

єдиностi без уточнення "сильна"чи "слабка".

Теорема 6.3.1. Нехай процеси ξ(t) i η(t) є єдиними сильними

розв’язками рiвнянь (6.3.1) i (6.3.2) вiдповiдно. Припустимо, що викону-

ються умови:

ξ(0) ≤ η(0), b(x) ≤ B(x), (6.3.3)

iснує стала Λ така, що ( тут a(x) = σ2(x) )

|b(x)|2 + |B(x)|2 + a(x) ≤ Λ(1 + |x|2), a(x) ≥ Λ−1. (6.3.4)

Тодi для будь-якого t ≥ 0 ξ(t) ≤ η(t) м. н.

Доведення теореми 6.3.1.

Як зазначено при доведеннi [8, роздiл VI, теорема 1.1], достатньо довести

теорему для обмежених коефiцiєнтiв, тобто замiсть умови (6.3.4) поставити

умову

|b(x)| + |B(x)| + a(x) ≤ Λ, a(x) ≥ Λ−1. (6.3.5)

Нехай, як в [28, §II.6], ζ(x)− додатна, нескiнченно диференцiйована

функцiя, має носiй у [−1, 1] i
∫ 1

−1

ζ(x)dx = 1. Для довiльної функцiї g(x)

визначимо gn(x) =

∫ 1

−1

g(y)ζ(x − y

n
)dy. За цим правилом визначимо функцiї

bn(x), Bn(x), σn(x). Цi функцiї є нескiнченно диференцiйованими, обмеженi

рiвномiрно по n i збiгаються до граничних функцiй майже всюди. Розглянемо

рiвняння

ξn(t) = ξ(0) +

∫ t

0

bn(ξn(s))ds +

∫ t

0

σn(ξn(s))dw(s), (6.3.6)

ηn(t) = η(0) +

∫ t

0

Bn(ηn(s))ds +

∫ t

0

σn(ηn(s))dw(s). (6.3.7)
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Рiвняння (6.3.6), (6.3.7) мають єдинi сильнi розв’язки. З (6.3.3) випливає, що

bn(x) ≤ Bn(x). Тому в силу [8, роздiл VI, теорема 1.1],

P{ξn(t) ≤ ηn(t), ∀t ≥ 0} = 1. (6.3.8)

За умов теореми для моментiв розв’язкiв мають мiсце нерiвностi

E sup
t∈[0,T ]

|ξn(t)|2 + E sup
t∈[0,T ]

|ηn(t)|2 ≤ C,

для t, s ∈ [0, T ], i

E sup
|t−s|≤h

|ξn(t) − ξn(s)|2 ≤ Ch, E sup
|t−s|≤h

|ηn(t) − ηn(s)|2 ≤ Ch,

зi сталою C, що не залежить вiд n.

Використовуючи метод Скорохода нового ймовiрнiсного простору [8,

роздiл I, теорема 4.2], знайдемо iнший ймовiрнiсний простiр (Ω̃, F̃ , F̃t, P̃),

процеси на ньому ξ̃n(t), η̃n(t),ξ̃(t), η̃(t) такi, що за деякою пiдпослiдовнiстю,

яку знову позначимо n,

P̃{ lim
n→∞ ρ(ξ̃n, ξ̃) = 0} = 1, P̃{ lim

n→∞ ρ(η̃n, η̃) = 0} = 1. (6.3.9)

Крiм того, розподiл пари (ξ̃n(t), η̃n(t)) спiвпадає з розподiлом (ξn(t), ηn(t)).

Звiдси i з (6.3.8), (6.3.9) випливає

P̃{ξ̃(t) ≤ η̃(t), ∀t ≥ 0} = 1. (6.3.10)

В доведеннi [28, теорема 1, §II.6] встановлено, що на просторi

( Ω̃, F̃ , F̃t, P̃ ) iснують вiнерiвскi процеси w̃n(t) такi, що

ξ̃n(t) = ξ(0) +

∫ t

0

b(ξ̃n(s))ds +

∫ t

0

σn(ξ̃n(s))dw̃n(s),

η̃n(t) = η(0) +

∫ t

0

B(η̃n(s))ds +

∫ t

0

σn(η̃n(s))dw̃n(s).
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Далi, використовуючи оцiнку Крилова, при доведеннi цитованої вище теоре-

ми встановлюється, що для процесiв ξ̃(t), η̃(t) мають мiсце рiвностi

ξ̃(t) = ξ(0) +

∫ t

0

b(ξ̃(s))ds +

∫ t

0

σ(ξ̃(s))dw̃(s),

η̃(t) = η(0) +

∫ t

0

B(η̃(s))ds +

∫ t

0

σ(η(s))dw̃(s).

з деяким вiнерiвським процесом w̃(t). Тобто процеси ξ̃(t), η̃(t) є слабкими

розв’язками рiвнянь (6.3.1) i (6.3.2) вiдповiдно. Згiдно [14, наслiдок 3 теоре-

ми 5 ] процеси ξ̃(t), η̃(t) насправдi є єдиними сильними розв’язками рiвнянь

(6.3.1), (6.3.2) на ймовiрнiсному просторi (Ω̃, F̃ , F̃t, P̃). Тому розподiли про-

цесiв (ξ(t), η(t)) i (ξ̃(t), η̃(t)) спiвпадають. Звiдси i з (6.3.10) випливає твер-

дження теореми за умови (6.3.5), а, отже, i в загальному випадку (6.3.4).

Теорему 6.3.1 доведено.

За умови V2 iснує єдиний слабкий розв’язок рiвняння (6.3.1) [81, заува-

ження 2.1 i теорема 2.17]. Нижче буде показано, що за умов V2, V3 iснує єдиний

сильний розв’язок рiвняння (6.3.1).

Теорема 6.3.2. Нехай виконуються умови V2, V3. Тодi рiвняння (6.3.1)

має єдиний сильний розв’язок.

Доведення теореми 6.3.2. Доведемо потраекторну єдинiсть розв’язку

рiвняння (6.3.1). Тодi твердження теореми буде випливати з [8, роздiл IV,

теорема 1.1]. Нехай процеси ξ(t) i ξ̂(t) є розв’язками вказаного рiвняння.

Визначимо моменти τN = inf{t : |ξ(t)| ≥ N}, τ̂N = inf{t : |ξ̂(t)| ≥ N}. З
рiвняння (6.3.1) випливає, що

ξ(t ∧ τN) = ξ(0) +

∫ t∧τN

0

b(ξ(s))ds +

∫ t∧τN

0

σ(ξ(s))dw(s),

або

ξ(t ∧ τN) = ξ(0) +

∫ t

0

b(ξ(s))I[0,τN ](s)ds +

∫ t

0

σ(ξ(s))I[0,τN ](s)dw(s). (6.3.11)
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Для функцiї f(x) i натурального N покладемо

fN(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
f(x), |x| ≤ N,

f(N), x > N,

f(−N), x < −N.

За цим правилом побудуємо функцiї bN(x), σN(x) i визначимо процес

ξN(t) = ξ(t ∧ τN) як розв’язок рiвняння

ξN(t) = ξ(0) +

∫ t

0

bN(ξN(s))ds +

∫ t

0

σN(ξN(s))dw(s). (6.3.12)

Згiдно [87] розв’язок рiвняння (6.3.12) потраекторно єдиний, тому

P{ξ(t ∧ τN) = ξN(t ∧ γN) для довiльного t ≥ 0} = 1,

де γN = inf{t : |ξN(t)| ≥ N}. Аналогiчно,

P{ξ̂(t ∧ τ̂N) = ξN(t ∧ γN) для довiльного t ≥ 0} = 1.

Тому

P{ξ(t ∧ τN) = ξ̂(t ∧ τ̂N) для довiльного t ≥ 0} = 1. (6.3.13)

Доведемо, що для будь-якого скiнченного T

lim
N→∞

P{τN ≤ T} = 0. (6.3.14)

Використовуючи умову V2, з (6.3.11) стандартно доводиться оцiнка

sup
t∈[0,T ]

E|ξ(t ∧ τN)|2 ≤ C(1 + |ξ(0)|2)

зi сталою C, що не залежить вiд N . Застосовуючи нерiвнiсть Чебишева, має-

мо:

P{τN ≤ T} = P{ sup
t∈[0,T ]

|ξN(t)| > N} =
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= P{ sup
t∈[0,T ]

|ξ(t ∧ τN)| > N} ≤ C(1 + |ξ(0)|2)
N 2

.

Звiдси випливає (6.3.14). Аналогiчно, для будь-якого скiнченного T

lim
N→∞

P{τ̂N ≤ T} = 0.

Оскiльки τN ↑ ∞ i τ̂N ↑ ∞ при N → ∞, то в силу (6.3.13)

P{ξ(t) = ξ̂(t) для довiльного t ≥ 0} = 1.

Звiдси i з неперервностi процесiв ξ(t), ξ̂(t) отримаємо для будь-якого скiн-

ченного T

P{ sup
t∈[0,T ]

|ξ(t) − ξ̂(t)| = 0} = 1.

Теорему 6.3.2 доведено.

Розглянемо наступне стохастичне рiвняння Iто:

xε(t) =

∫ t

0

b(xε(s))ds + ε

∫ t

0

σ(xε(s))dw(s), t ≥ 0. (6.3.15)

Поставимо йому у вiдповiднiсть задачу (6.1.2). Позначимо через ϑε мiру, по-

роджену процесом xε(·) на просторi (C[0,∞), C).

Лема 6.3.1. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння (6.3.15) виконується

умова V2. Тодi сiм’я мiр {ϑε} слабко компактна i кожна його гранична точ-

ка має носiй в R.

� З лiнiйної обмеженостi коефiцiєнтiв випливають стандартнi для теорiї

стохастичних рiвнянь оцiнки:

E sup
t∈[0,T ]

|xε(t)|2 ≤ C, ∀T < ∞, E|xε(t) − xε(s)|2 ≤ C|t − s|, (6.3.16)

зi сталою C, що не залежить вiд ε. З цих оцiнок випливає вказана слаб-

ка компактнiсть мiр [16, пропозицiя 4.1, стор.330]. З рiвняння (6.3.15) для
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f(·) ∈ C[0,∞)

E
ϑε

(
f(t) −

∫ t

0

b(f(s))ds

)2

= ε2
E

∫ t

0

a(f(s))ds.

З (6.3.16), неперервностi функцiї b(x) отримаємо для будь-якої граничної мiри

ϑ при будь-якому t ≥ 0.

E
ϑ

(
f(t) −

∫ t

0

b(f(s))ds

)2

= 0.

Звiдки i випливає твердження леми. �

На просторi C[0,∞) для a ≥ 0 визначимо функцiонал

τa(f) = inf{t > 0 : |f(t)| ≥ a}.

Лема 6.3.2. Нехай ϑε ⇒ ϑ, тодi для будь-якого a > 0

lim
ε→0

∫
τa(f)ϑε(df) ≥

∫
τa(f)ϑ(df). (6.3.17)

� Доведемо спочатку, що функцiонал τa(f) напiвнеперервний знизу. Для

цього треба перевiрити [58, стор.85], що якщо для деякої f ∈ C[0,∞) i до-

вiльного N < ∞ τa(f) > N, то iснує δ > 0 таке, що для будь-якої функцiї

g(t) з множини {g : ρ(f, g) < δ} маємо τa(g) ≥ N . Оскiльки τa(f) > N, то

sup
t∈[0,N ]

|f(t)| = a0 < a. Виберемо δ = a − a0. Тодi

sup
t∈[0,N ]

|g(t)| ≤ sup
t∈[0,N ]

|g(t) − f(t)| + sup
t∈[0,N ]

|f(t)| < δ + a0 = a.

Звiдси τa(g) ≥ N i напiвнеперервнiсть знизу встановлена. Рiвнiсть (6.3.17)

випливає з доведеної напiвнеперервностi знизу, обмеженостi знизу функцiо-

нала τa(f) i [61, властивiсть (5.1.15)]. �

Використаємо ймовiрнiсне зображення розв’язку задачi (6.2.7), (6.2.8)

[16, §15, теорема 2]. Тодi
∫

τr(f)ϑε(df) = φε(0). З лем 6.2.5, 6.2.8 i 6.3.2 вип-

ливає
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Лема 6.3.3. Нехай виконуються умови A1, V2, ϑε ⇒ ϑ i умови або леми

6.2.5, або леми 6.2.8. Тодi∫
τr(f)ϑ(df) ≤ ΓH(r) − (1 − Γ)K(−r). (6.3.18)

Лема 6.3.4. В умовах леми 6.3.3 для f(·) ∈ R

ϑ
(
f(τr) = r

)
= lim

ε→0
ϑε

(
f(τr) = r

)
= Γ, (6.3.19)

ϑ
(
f(τr) = −r

)
= lim

ε→0
ϑε

(
f(τr) = −r

)
= 1 − Γ. (6.3.20)

� З нерiвностi (6.3.18) випливає, що

ϑ{f : τr(f) = ∞} = 0.

В [16, §15, теорема 2], встановлено, що

ϑε{f : τr(f) < ∞} = 1.

Першi рiвностi в (6.3.19), (6.3.20) випливають тепер з [63, пропозицiя 3.4].

Далi, в [16, §15, теорема 4], доведено, що

ϑε

(
f(τr) = r

)
=

−Aε(−r)

Aε(r) − Aε(−r)
.

Другi рiвностi в (6.3.19), (6.3.20) випливають з лем 6.2.5, 6.2.8. �

Лема 6.3.5. В умовах леми 6.3.3∫
R

τr(f)ϑ(df) = ΓH(r) − (1 − Γ)K(−r).

� Враховуючи те, що найшвидше з iнтервалу (−r, r) в множинi R виходять

екстремальнi розв’язки (зауваження 6.2.3) i враховуючи (6.3.19), (6.3.20), бу-

демо мати∫
τ(f)ϑ(df) ≥ τ(y)ϑ{f : f(τr) = r} + τ(y)ϑ{f : f(τr) = −r} =

109



= ΓH(r) + (1 − Γ)(−K(−r)).

Аналогiчна оцiнка зверху для
∫

τr(f)ϑ(df) встановлена в (6.3.18). �

Теорема 6.3.3. Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвняння (6.3.15)

мають мiсце умови V1, V2, A1, (6.2.15), (6.2.17). Тодi для мiр {ϑε}, по-
роджених розв’язками (6.3.15), i для довiльного неперервного обмеженого

функцiонала F, заданого на просторi C[0,∞), має мiсце рiвнiсть

lim
ε→0

∫
C[0,∞)

F (f)ϑε(df) = ΓF (y) +
(
1 − Γ

)
F (y), (6.3.21)

де y, y - екстремальнi розв’язки рiвняння (6.1.2), а величина Γ задається

лемою 6.2.8.

Доведення. Нехай мiра ϑ є граничною точкою для послiдовностi {ϑε}ε,

тобто за деякою пiдпослiдовнiстю ε̂ маємо ϑε̂ ⇒ ϑ. Представлення мiри ϑ

отримаємо з леми 6.3.5. Використовуючи (6.3.19), (6.3.20)∫
C[0,∞)

τr(f)ϑ(df) = τ(y)ϑ{f : f(τr) = r} + τ(y)ϑ{f : f(τr) = −r} =

= τ(y)Γ + τ(y)(1 − Γ)

.

(6.3.22)

Цiй рiвностi задовольняє мiра ϑ, що для A ∈ C допускає представлення

ϑ(A) = ΓIA(ȳ) + (1 − Γ)IA(y). (6.3.23)

В силу єдиностi слабкої границi послiдовностi мiр, це i є гранична мiра. Рiв-

нiсть (6.3.22) має мiсце для будь-якої граничної точки послiдовностi {ϑε}ε,

то ϑε ⇒ ϑ i мiра ϑ визначається через (6.3.23). Формула (6.3.21) є наслiдком

слабкої збiжностi i рiвностi (6.3.23). Теорему 6.3.3 доведено.

Наступний результат узагальнює теорему з [12] i, використовуючи лему

6.2.5, доводиться аналогiчно теоремi 6.3.3.
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Теорема 6.3.4. Нехай виконуються умови V1, V2, функцiя b(x) > 0

при x > 0 i функцiя
b(x)

a(x)
непарна, iнтеграл

∫ δ

0

1

b(x)
dx збiжний для будь-

якого δ > 0. Тодi гранична мiра ϑ зосереджена на верхньому i нижньому

екстремальних розв’язках задачi (6.1.2) з вагами, рiвними 1/2.

При дослiдженнi випадкiв A2 − A5 буде застосовуватись теорема порiв-

няння. Тому тут потрiбнi сильнi розв’язки стохастичних рiвнянь.

Теорема 6.3.5. Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвняння (6.3.15)

мають мiсце умови V1, V2, V3.

1. У випадках A2 i A4 за умови (6.2.15) гранична мiра для послiдовностi

{ϑε} зосереджена на верхньому екстремальному розв’язку задачi (6.1.2).

2. У випадках A3 i A5 за умови (6.2.17) гранична мiра для послiдовностi

{ϑε} зосереджена на нижньому екстремальному розв’язку задачi (6.1.2).

Доведення. Дослiдження всiх згаданих випадкiв проводиться аналогiчно.

Тому розглянемо лише випадок A2.

Визначимо послiдовнiсть процесiв x̂n,ε(t) як розв’язки рiвнянь

x̂n,ε(t) =

∫ t

0

b̂n(x̂n,ε(s))ds + ε

∫ t

0

σ(x̂n,ε(s))dw(s).

Оскiльки b̂n(x) ≤ b(x), то з теореми 6.3.1 для будь-якого скiнченного T

отримаємо

P{x̂n,ε(t) ≤ xε(t), ∀t ∈ [0, T ]} = 1.

Виберемо довiльне δ > 0. Тодi для будь-якого t ≥ 0

P{xε(t) ≥ ȳ(t) − δ} ≥ P{xn,ε(t) ≥ ȳ(t) − δ}. (6.3.24)

При будь-якому t ≥ 0 множина {f ∈ R : f(t) ≥ ȳ(t)−δ} замкнена в топологiї
рiвномiрної збiжностi на компактах. Оскiльки ϑε ⇒ ϑ, то з властивостей
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слабкої збiжностi [59, теорема 1, стор. 331], для будь-якого t ≥ 0

ϑ{f(t) ∈ R : f(t) ≥ ȳ(t) − δ} ≥ lim
ε→0

ϑε{f(t) ∈ R : f(t) ≥ ȳ(t) − δ} =

= lim
ε→0

P{xε(t) ≥ ȳ(t) − δ} ≥ lim
ε→0

P{xn,ε(t) ≥ ȳ(t) − δ}.

Звiдси i з (6.3.24), продовжуючи ланцюжок, будемо мати

ϑ{f(t) ∈ R : f(t) ≥ ȳ(t) − δ} ≥ lim
ε→0

P

{
xn,ε(t) > ȳ(t) − δ

2

}
.

При будь-якому t ≥ 0 множина D(t) =

{
f ∈ R : f(t) > ȳ(t) − δ

2

}
вiдкрита

в топологiї рiвномiрної збiжностi на компактах, а iндикатор цiєї множини

ID(t)(y) як функцiя y є напiвнерперервною знизу функцiєю. Застосовуючи [59,

властивiсть (VII) зауваження 1, стор. 333], (6.3.21) i лему 6.2.10, отримаємо

ϑ{f(t) ∈ R : f(t) ≥ ȳ(t) − δ} ≥ n

n + 1
+

1

n + 1
I[ȳ(t)− δ

2 ,∞)(y(t)).

Переходячи до границi при n → ∞, отримаємо, що для довiльного δ > 0

ϑ{f(t) ∈ R : f(t) ≥ ȳ(t) − δ} = 1.

Теорему 6.3.5 доведено.

6.4. Результати для рiвнянь з локальним часом

Розглядаємо рiвняння (6.1.1). Вiдомо, що за умов V2 i V4 iснує єдиний

слабкий розв’язок цього рiвняння [67, теорема 4.35]. За допомогою зв’язку

мiж розв’язками стохастичних рiвнянь з локальним часом i розв’язками рiв-

нянь Iто (лема 3.2.2), доводиться теорема.

Теорема 6.4.1. Нехай виконуються умови V2, V3, V4. Тодi рiвняння

(6.1.1) має єдиний сильний розв’язок.
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Позначимо

A∗
ε(x) =

∫ x

0

exp
[
− 2

ε2

∫ t

0

(1 + βsgns)b
(
(1 + βsgns)s

)
a
(
(1 + βsgns)s

) ds
]
dt, (6.4.1)

Γ∗
K = lim

ε→0

−A∗
ε(−K)

A∗
ε(K) − A∗

ε(−K)
. (6.4.2)

Лема 6.4.1. Нехай b(x)x > 0 при x �= 0, виконуються умови (6.2.15)

i (6.2.17). Тодi величина Γ∗
K визначена в (6.4.2) не залежить вiд K (тому

будемо позначати її просто Γ∗) i мають мiсце наступнi твердження:

1. Якщо δ = μ i γ = θ, то

Γ∗ =
1

1 + 1−β
1+β

(
k
d

) 1
δ

.

2. Якщо δ < μ або δ = μ i γ < θ , то Γ∗ = 1.

3. Якщо δ > μ або δ = μ i γ > θ , то Γ∗ = 0.

� Позначимо

L∗(x) =

∫ x

0

(1 + βsgny)b
(
(1 + βsgny)y

)
a
(
(1 + βsgny)y

) dy.

Розглянемо випадок x > 0. Будемо мати:

L∗(x) =

∫ x

0

(1 + β)b
(
(1 + β)y

)
a
(
(1 + β)y

) dy =

∫ (1+β)x

0

b
(
y
)

a
(
y
)dy = L

(
(1 + β)x

)
,

де функцiя L(x) визначена в (6.2.14). Тодi з умови (6.2.15) маємо

L∗(x)| ln L∗(x)|γ ∼ d(1 + β)δxδ = d∗xδ,

де d∗ = d(1 + β)δ.

При x < 0 з умови (6.2.17) аналогiчно отримуємо

L∗(x)| ln L∗(x)|γ ∼ k∗|x|μ,

де k∗ = k(1 − β)μ.
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Скориставшись тепер лемою 6.2.8, отримаємо твердження даної. �

Позначимо через με мiру, породжену процесом ξε(·) на просторi

(C[0,∞), C). Основними результатами даного роздiлу є наступнi 2 теореми.

Теорема 6.4.2. Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвняння (6.1.1) ма-

ють мiсце умови V1, V2, V4, A1, (6.2.15), (6.2.17). Тодi для мiр {με} i для

будь-якого неперервного обмеженого функцiонала F, заданого на просторi

C[0,∞) має мiсце рiвнiсть

lim
ε→0

∫
C[0,∞)

F (f)με(df) = Γ∗F (y) +
(
1 − Γ∗)F (y), (6.4.3)

де y, y - екстремальнi розв’язки задачi (6.1.2), а величина Γ∗ визначена ле-

мою 6.4.1.

При дослiдженнi випадкiв A2−A5 буде застосовано теорему порiвняння.

Тому тут потрiбнi сильнi розв’язки стохастичних рiвнянь.

Теорема 6.4.3. Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвняння (6.1.1) має

мiсце умова (V).

У випадках A2 i A4 за умов (6.2.15) гранична мiра для послiдовностi {με}
зосереджена на верхньому екстремальному розв’язку задачi (6.1.2).

У випадках A3 i A5 за умов (6.2.17) гранична мiра для послiдовностi {με}
зосереджена на нижньому екстремальному розв’язку задачi (6.1.2).

Доведення теореми 6.4.2. За формулами (3.2.8)-(3.2.9) введемо функцiї

κ(x), ϕ(x), b̃(x), σ̃(x), та розглянемо таке стохастичне рiвняння Iто

ηε(t) =

∫ t

0

b̃(ηε(s))ds + ε

∫ t

0

σ̃(ηε(s))dw(s), t ∈ [0, 1]. (6.4.4)

Зауважимо, що для функцiй b̃(t), σ̃(t) так само мають мiсце умови (V) i

та ж умова з A1-A5, що й для b(t), σ(t). Рiвняння (6.4.4) має єдиний слабкий

розв’язок згiдно з [11] i з леми 3.2.2 маємо ηε(t) = ϕ(ξε(t)).
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Рiвнянню (6.4.4) вiдповiдає наступна задача Кошi:

ż(t) = b̃(z(t)), z(0) = 0. (6.4.5)

За лемами 6.2.2, 6.2.3 для задачi (6.4.5) маємо наступний результат: це

рiвняння має розв’язки одного з двох типiв:

zλ(t) = H̃−1
(
(t − λ)+

)
, λ ≥ 0,

zμ(t) = K̃−1
(− (t − μ)+

)
, μ ≥ 0,

де H̃(x) =

∫ x

0

1

b̃(y)
dy для x ≥ 0 ; K̃(x) =

∫ 0

x

1

b̃(y)
dy для x ≤ 0.

Зрозумiло, що H̃−1(t) та K̃−1(−t) є найбiльшим i найменшим з усiх i є ти-

ми розв’язками, якi першими виходять з [−r, r]. Будемо називати цi розв’язки

екстремальними (вiдповiдно верхнiм i нижнiм) i позначати z(t), z(t).

З введеного очевидно, що y(t), z(t) є додатними (при t > 0) та монотонно

зростаючими, а y(t), z(t) - вiдповiдно вiд’ємними та спадними. Встановимо

зв’язок мiж екстремальними розв’язками (6.1.2) та (6.4.5). Має мiсце такий

результат:

Лема 6.4.2. y(t) = κ(z(t)), y(t) = κ(z(t)).

� Доведемо для функцiї y(t), для y(t) - аналогiчно. Нехай функцiя y(t) -

довiльний розв’язок задачi (6.1.2). Розглянемо функцiю z(t) = ϕ(y(t)). Функ-

цiї з множини R не змiнюють свого знаку, тому з (6.1.2) будемо мати

z(t) =
y(t)

1 + βsgny(t)
=

1

1 + βsgny(t)

∫ t

0

b(κ(ϕ(y(s)))ds =

=

∫ t

0

b(κ(ϕ(y(s)))

1 + βsgnϕ(y(s))
ds =

∫ t

0

b̃(z(s))ds.

Звiдси випливає, що функцiя z(t) = ϕ(y(t)) є розв’язком задачi (6.4.5). Функ-

цiя ϕ(x) є строго зростаючою, тому отримуємо

z(t) = ϕ(y(t)) ≤ ϕ(y(t)) = z(t).�
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Позначимо через νε мiру, породжену процесом ηε(·) на просторi

(C[0,∞), C).

З умов теореми 6.4.2 випливає, що для коефiцiєнтiв процесу ηε(t) мають

мiсце умови теореми 6.3.3. Тому мiри {νε}ε слабко збiгаються до деякої мiри

ν, зосередженої на z та z, тобто для будь-якого неперервного обмеженого

функцiонала F, заданого на просторi C[0,∞), має мiсце

lim
ε→0

∫
C[0,∞)

F (f)νε(df) = Γ̃F (z) +
(
1 − Γ̃

)
F (z), (6.4.6)

де гранична мiра ν задається правою частиною рiвностi (6.4.6), тобто

ν(A) = Γ̃I{z(·)∈A} + (1 − Γ̃)I{z(·)∈A};

z, z - екстремальнi розв’язки задачi (6.4.5), а величина Γ̃ визначається фор-

мулою (6.2.11) для функцiй b̃(t), σ̃(t). Пiдставивши в (6.2.11) функцiї b̃(t),

σ̃(t), отримаємо, що Γ̃ = Γ∗, де величина Γ∗ визначена в (6.4.2).

Далi, з означення мiри, породженої процесом, маємо:

με{A} = P{ξε(·) ∈ A} = P{κ(ηε(·)) ∈ A} = P{ηε(·) ∈ ϕ(A)} = νε{ϕ(A)}.

З (6.4.6) та леми 6.4.2 можемо отримати

ν(ϕ(A)) = Γ̃I{z(·)∈ϕ(A)} + (1 − Γ̃)I{z(·)∈ϕ(A)} =

= Γ̃I{κ(z(·))∈A} + (1 − Γ̃)I{κ(z(·))∈A} = Γ∗I{y(·)∈A} + (1 − Γ∗)I{y(·)∈A} = μ(A),

де мiра μ визначається правою частиною рiвностi (6.4.3).

Використовуючи все це, для будь-якого неперервного обмеженого функ-

цiонала F, заданого на просторi C[0,∞), будемо мати

lim
ε→0

∫
C[0,∞)

F (y)με{dy} = lim
ε→0

∫
C[0,∞)

F (y)νε{ϕ(dy)} =
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= lim
ε→0

∫
C[0,∞)

F (κ(y))νε{dy} =

∫
C[0,∞)

F (κ(y))ν{dy} =

=

∫
C[0,∞)

F (y)ν{ϕ(dy)} =

∫
C[0,∞)

F (y)μ{dy}.

Теорему 6.4.2 доведено.

Доведення теореми 6.4.3. Аналогiчно до доведення теореми 6.4.2 спо-

чатку для процесу ηε(t) за допомогою теореми 6.3.5 (з вiдповiдними змiнами)

встановлюємо збiжнiсть мiр, породжених розв’язками (6.4.4) до мiри, зосе-

редженої на верхньому екстремальному розв’язку вiдповiдної задачi Кошi

(6.4.5), а потiм повертаємось до процесу ξε(t).

Теорему 6.4.3 доведено.

6.5. Приклади

1. Нехай в рiвняннi (6.1.1) коефiцiєнти мають вигляд

b(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
xα1, x ≥ 0,

−C|x|α2, x ≤ 0,
σ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
σ1, x ≥ 0,

σ2, x < 0,

зi сталими C > 0, σi > 0, 0 < αi ≤ 1, i = 1, 2.

Якщо α1 < 1, α2 = 1, то перший з iнтегралiв в (6.2.1) збiжний, а другий

- розбiжний, тобто маємо випадок A2 i y(t) = 0 за лемою 6.2.3. Аналогiчно,

якщо α1 = 1, α2 < 1, то маємо випадок A3 i ȳ(t) = 0.

Якщо 0 < α1, α2 < 1, то має мiсце випадок A1 i

L(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
xα1+1

σ2
1(α1 + 1)

, x ≥ 0,

− C|x|α2+1

σ2
2(α2 + 1)

, x < 0.

Тобто мають мiсце умови (6.2.15) i (6.2.17) з константами
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γ = 0, d =
1

σ2
1(α1 + 1)

, δ = α1 + 1; θ = 0, k = C
σ2

2(α2+1)
, μ = α2 + 1,

а значить, виконуються умови теореми 6.4.2.

Отже, маємо:

1. Якщо α1 = α2 = α < 1, то

Γ∗ =
1

1 + 1−β
1+β

(
Cσ2

1

σ2
2

) 1
α+1

.

2. Якщо α1 < α2 ≤ 1, то Γ∗ = 1.

3. Якщо α2 < α1 ≤ 1, то Γ∗ = 0.

З теорем 6.4.2, 6.4.3 маємо, що гранична мiра зосереджена з вагою Γ∗ на

верхньому екстремальному розв’язку i з вагою 1 − Γ∗ на нижньому екстре-

мальному розв’язку вiдповiдної задачi Кошi (6.1.2).

2. Нехай в рiвняннi (6.1.1) σ(x) має вигляд, як в прикладi 1, а коефiцiєнт

зносу дорiвнює

b(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
xα
(
| ln x| + 1

)
, x > 0,

−|x|α, x ≤ 0,
0 < α < 1.

Тодi має мiсце умова A1 i умови теореми 6.4.2. Грани-

цю (6.4.2) можна обчислити за допомогою леми 6.4.1, оскiль-

ки мають мiсце умови (6.2.15) i (6.2.17) з константами

γ = −1, d =
1

σ2
1(α + 1)

, δ = α + 1; θ = 0, k =
1

σ2
2(α + 1)

, μ = α + 1.

Отже, згiдно лемi 6.4.1 маємо Γ∗ = 1. Отже, за теоремою 6.4.2, гранична

мiра зосереджена на верхньому екстремальному розв’язку задачi Кошi (6.1.2).

3. Нехай в рiвняннi (6.1.1) коефiцiєнти мають вигляд

b(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
xα, x ≥ 0,

−|x|α, x ≤ 0,
0 < α < 1.
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σ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2 − cos x, x ≥ 0,

2 + cos x, x < 0.

В цьому випадку виконується умова A1 i умови теореми 6.4.2, значить

має мiсце слабка збiжнiсть. Границю (6.4.2) можна обчислити за допомогою

леми 6.4.1, оскiльки в цьому випадку будемо мати асимптотичну еквiвалент-

нiсть: при x → 0+

L(x) ∼ 1

α + 1
xα+1,

а при x → 0−
L(x) ∼ 1

9(α + 1)
|x|α+1.

Мають мiсце умови (6.2.15) и (6.2.17) з константами

γ = 0, d =
1

α + 1
, δ = α + 1; θ = 0, k =

1

9(α + 1)
, μ = α + 1.

Отже, за лемою 6.4.1

Γ∗ =
1

1 + 1−β
1+β9

1
α+1

i гранична мiра зосереджена з вагою Γ∗ на верхньому екстремальному

розв’язку i з вагою 1−Γ∗ на нижньому екстремальному розв’язку вiдповiдної

задачi Кошi (6.1.2).

Висновки до роздiлу 6. В даному роздiлi отриманi умови iснування

єдиного сильного розв’язку для стохастичних рiвнянь Iто та для стохастич-

них рiвнянь з локальним часом для розривних коефiцiєнтiв, але при неви-

родженiй дифузiї.

Доведено теорему порiвняння для розв’язкiв стохастичних рiвнянь Iто з

зазначеними вище коефiцiєнтами.
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Отриманi умови слабкої збiжностi мiр, породжених стохастичними рiв-

няннями Iто або рiвняннями з локальним часом при неперервному зносу та

розривнiй, але невиродженiй дифузiї, до мiри, зосередженої на екстремаль-

них розв’язках вiдповiдної задачi Кошi.
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ВИСНОВКИ

Основними результатами, отриманими в дисертацiї, є наступнi:

1. Доведена слабка збiжнiсть мiр, породжених розв’язками стохастичних

рiвнянь Iто або стохастичних рiвнянь з локальним часом, коефiцiєнти яких

нерегулярно залежать вiд параметру ε. Встановленi необхiднi й достатнi умо-

ви цiєї збiжностi. Виписане рiвняння для граничних процесiв.

2. Обгрунтований принцип великих вiдхилень на просторi C[0,∞) для

мiр, породжених розв’язками стохастичних рiвнянь Iто з розривними коефi-

цiєнтами та малим коефiцiєнтом дифузiї i для мiр, породжених розв’язками

стохастичних рiвнянь з локальним часом та з малим коефiцiєнтом дифузiї.

Знайденi функцiонали дiї.

3. Встановлений принцип великих вiдхилень на просторi C∞ для мiр,

породжених парою з розв’язку стохастичного рiвняння i часу знаходження

цього розв’язку в додатнiй пiвплощинi. Дослiджуються стохастичнi рiвняння

Iто i стохастичнi рiвняння з локальним часом для розривних коефiцiєнтiв та

з малим коефiцiєнтом дифузiї. Знайденi функцiонали дiї.

4. Отримано функцiональний закон типу повторного логарифму для сто-

хастичного рiвняння Iто з нульовим зносом та розривним коефiцiєнтом ди-

фузiї, який проте є вiдокремленою вiд нуля обмеженою функцiєю обмеженої

варiацiї.

5. Доведено функцiональний закон типу повторного логарифму для ко-

сого броунiвського руху.

6. Встановлено теорему порiвняння для розв’язкiв стохастичних рiвнянь

Iто з розривними коефiцiєнтами, але невиродженою дифузiєю.

7. З’ясованi умови iснування єдиного сильного розв’язку для стохастич-
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них рiвнянь з локальним часом з розривними коефiцiєнтами, але невиродже-

ною дифузiєю, та для стохастичних рiвнянь Iто з розривними коефiцiєнтами,

але невиродженою дифузiєю.

8. Отриманi умови слабкої збiжностi мiр, породжених стохастичними

рiвняннями Iто з неперервним зносом та розривною, але невиродженою ди-

фузiєю, до мiри, зосередженої на екстремальних розв’язках вiдповiдної задачi

Кошi.

9. Встановленi умови слабкої збiжностi мiр, породжених стохастичними

рiвняннями з локальним часом i неперервним коефiцiєнтом зносу, до мiри,

зосередженої на екстремальних розв’язках вiдповiдної задачi Кошi.
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