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Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü ñòîõàñòè÷íèõäè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåðåãóëÿðíèìèêîå�iöi¹íòàìèIâàí �. Êðèêóí(Ïðåäñòàâëåíà Â. ß. �óòëÿíñüêèì)Àíîòàöiÿ. Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ îäíîâèìiðíi ñòîõàñòè÷íi äè�å-ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ Iòî òà ñòîõàñòè÷íi äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çëîêàëüíèì ÷àñîì, ùî çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðó ε òà ìàþòüíåðåãóëÿðíi êîå�iöi¹íòè (íàïðèêëàä, íåîáìåæåíèé êîå�iöi¹íò çíî-ñó àáî íåëiïøèöåâèé êîå�iöi¹íò äè�óçi¨). Óçàãàëüíþþòüñÿ iñíóþ÷iðåçóëüòàòè ùîäî óìîâ iñíóâàííÿ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòiìiæ ñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè Iòî òà ñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿííÿìèç ëîêàëüíèì ÷àñîì. Äîñëiäæó¹òüñÿ ñëàáêà çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà-êèõ ðiâíÿíü ïðè ε → 0. Âñòàíîâëåíî âèãëÿä êîå�iöi¹íòiâ ãðàíè÷íî-ãî ïðîöåñó. Äîâåäåíi íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâà ñëàáêî¨ çáiæíîñòiðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü äî ãðàíè÷íîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó.2010 MSC. 60H10, 60G20.Êëþ÷îâi ñëîâà òà �ðàçè. Ñòîõàñòè÷íi äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿIòî; ëîêàëüíèé ÷àñ; ìiðè, ïîðîäæåíi âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè; ñëàáêàçáiæíiñòü ìið.ÂñòóïÂ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîáðå âiäîìî, ùîçáiæíîñòi êîå�iöi¹íòiâ íåäîñòàòíüî äëÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî (äèâ. [1℄, [2℄). Íåîáõiäíè-ìè ¹ äîäàòêîâi óìîâè íà êîå�iöi¹íòè ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõðiâíÿíü. Íàïðèêëàä, â [1, òåîðåìà 11.3.3℄, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî êîå�i-öi¹íò äè�óçi¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi òèïó óìîâè Ëiïøèöÿ.Â ðîáîòàõ �. Êóëiíi÷à [3℄ òà Ì. Ïîðòåíêà [4℄ áóëî ðîçãëÿíóòî íà-ñòóïíi ñòîõàñòè÷íi äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ Iòî:
xε(t) = x+

∫ t

0
bε(xε(s))ds +

∫ t

0
σε(xε(s))dw(s).Ñòàòòÿ íàäiéøëà â ðåäàêöiþ 12.02.22ISSN 1810 � 3200. © Iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè



88 Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü...Â ñòàòòi [3℄ áóëî âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ñëàáêî¨çáiæíîñòi äåÿêèõ �óíêöié âiä ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíüäî ðîçâ'ÿçêó ïåâíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Iòî, à òàêîæ, â îêðåìèõâèïàäêàõ, äëÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ïðîöåñiâ xε äî óçàãàëüíåíèõ äè�óçié-íèõ ïðîöåñiâ. Ó [4, �3, ðîçäië III℄ áóëî ðîçãëÿíóòî çáiæíiñòü �óíêöi¨
bε(x) äî δ−�óíêöi¨, ùî çîñåðåäæåíà ó íóëi, ïðè σε(x) ≡ 1 òà áóëîäîâåäåíî ñëàáêó çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿäî óçàãàëüíåíîãî äè�óçiéíîãî ïðîöåñó. Â ðîáîòàõ Ñ. Ìàõíà [6, 7℄ áó-ëî îòðèìàíî óìîâè ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ ñòîõàñòè÷íèõðiâíÿíü Iòî, äî ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ëîêàëüíèì ÷àñîì.Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñòîõàñòè÷íi äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùîìiñòÿòü ëîêàëüíèé ÷àñ. Ïîäiáíi ñòîõàñòè÷íi ðiâíÿííÿ áóëî âïåðøåðîçãëÿíóòî Äæ. Õàððiñîíîì & Ë. Øåïïîì [8℄ òà Æ.-Ô. Ëå �àëëåì [9℄.Â öèõ ðîáîòàõ ðîçâ'ÿçêè ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü ëîêàëüíèé÷àñ, áóëî ïîâ'ÿçàíî ç ò.çâ. êîñèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì � âèïàäêîâèìïðîöåñîì, âèçíà÷åíèì Ê. Iòî & Õ. Ìàêêiíîì [10℄. Â ïîäàëüøîìó âðîáîòàõ Æ.-Ô. Ëå �àëëà [9℄, Õ.-É. Åíãåëüáåðòà & Â. Øìiäòà [11℄,Ñ. Ìàõíà [12℄ áóëî îòðèìàíî �îðìóëè çâ'ÿçêó ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ñòî-õàñòè÷íèõ ðiâíÿíü Iòî òà ðîçâ'ÿçêàìè ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿííÿ ç ëî-êàëüíèì ÷àñîì.Â äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñòîõàñòè÷íi äè�åðåíöiàëüíi ðiâ-íÿííÿ Iòî òà ñòîõàñòè÷íi äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ëîêàëüíèì ÷à-ñîì òà ç íåðåãóëÿðíèìè êîå�iöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïà-ðàìåòðó ε. Îñíîâíà iäåÿ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â óçàãàëüíåííi âiäîìèõ ðå-çóëüòàòiâ ùîäî óìîâ iñíóâàííÿ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè Iòî òà ñòîõàñòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ç ëî-êàëüíèì ÷àñîì. Äîñëiäæó¹òüñÿ ñëàáêà çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (ó ñåíñiñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìið, ïîðîäæåíèõ ïðîöåñàìè íà ïåâíîìó �óíêöiî-íàëüíîìó ïðîñòîði) öèõ ðiâíÿíü ïðè ε→ 0.Ñõîæi ïèòàííÿ òà áëèçüêi òåìè äî òèõ, ùî âèâ÷àþòüñÿ â äàíiéðîáîòi, áóëè òàêîæ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ Ñ. Ìàõíà [13℄, [14, �ëàâè3�5℄, [15, 16℄, I. Êðèêóíà [17�21℄ òà I. Êðèêóíà & Ñ. Ìàõíà [22, 23℄.Â êíèãàõ Ñ. Ìàõíà [14℄, Äæ. Æàêîäà & À. Øiðÿ¹âà [24℄, Ô. Ïðîò-òåðà [25℄, À. Áîðîäiíà & Ï. Ñàëìiíåíà [26℄ ìiñòÿòüñÿ äåòàëüíi îãëÿäèðåçóëüòàòiâ iíøèõ àâòîðiâ.1. Ïîçíà÷åííÿÍàâåäåìî ïîçíà÷åííÿ òà îçíà÷åííÿ, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñüâ ïîäàëüøîìó òåêñòi.Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çâè÷àéíi ïîçíà÷åííÿ: (Ω,F,Ft,P) � äëÿéìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó ç ïîòîêîì σ-àëãåáð Ft, t ∈ [0, T ] òà (w(t),Ft)



Êðèêóí I.�. 89äëÿ ñòàíäàðòíîãî îäíîâèìiðíîãî âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó âiäíîñíî ïî-òîêó σ-àëãåáð Ft.Iíäèêàòîðíó �óíêöiþ ìíîæèíè A áóäåìî ïîçíà÷àòè I{A}(x).�îçãëÿíåìî îäíîâèìiðíå ñòîõàñòè÷íå äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ,ùî ìiñòèòü ëîêàëüíèé ÷àñ
ξ(t) = x+ βLξ(t, 0) +

∫ t

0
b(ξ(s))ds +

∫ t

0
σ(ξ(s))dw(s), (1.1)äå β ¹ êîíñòàíòîþ, à b(x), σ(x) � âèìiðíi �óíêöi¨.Îçíà÷åííÿ 1. Çãiäíî [11, îçíà÷åííÿ 4.7 (1)℄, áóäåìî ãîâîðèòè, ùîðiâíÿííÿ (1.1) ìà¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêùî äëÿ äàíèõ �óíêöié b(x),

g(x) i σ(x) òà äëÿ êîíñòàíòè β iñíó¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F,Ft,P)ç ïîòîêîì σ-àëãåáð Ft, t ≥ 0, íåïåðåðâíèé ñåìiìàðòèíãàë (ξ(t),Ft)òà ñòàíäàðòíèé îäíîâèìiðíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ (w(t),Ft) òàêi, ùîëîêàëüíèé ÷àñ ïðîöåñó ξ â òî÷öi 0 çà ÷àñ t (áóäåìî â ïîäàëüøîìóïîçíà÷àòè éîãî Lξ(t, 0)), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
Lξ(t, 0) = lim

δ→0

1

2δ

∫ t

0
I{(−δ,δ)}(ξ(s))σ

2(ξ(s))ds (1.2)iñíó¹ ìàéæå íàïåâíî i ðiâíÿííÿ (1.1) âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî.Çàóâàæèìî, ùî â îçíà÷åííi âèùå ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ò.çâ. íàïiâ-ìàðòèíãàëüíèé (àáî ñåìiìàðòèíãàëüíèé) ëîêàëüíèé ÷àñ, ÿêèé ìà¹íåçíà÷íi âiäìiííîñòi âiä áðîóíiâñüêîãî ëîêàëüíîãî ÷àñó (ç äåòàëüíîþïîáóäîâîþ íàïiâìàðòèíãàëüíîãî ëîêàëüíîãî ÷àñó ìîæíà îçíàéîìè-òèñÿ â [25, Chapter IV℄, à ïîðiâíÿòè öi ëîêàëüíi ÷àñè ìîæíà â [26,Chapter V℄).Íåõàé (C[0, T ], Ct), t ∈ [0, T ] ïîçíà÷à¹ ïðîñòið íåïåðåðâíèõ �óíê-öié íà iíòåðâàëi [0, T ]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µε ìiðó, ïîðîäæåíó ïðîöåñîì
ξε íà �óíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði (C[0, T ], Ct).Áóäåìî âèâ÷àòè ñëàáêó çáiæíiñòü ìið, ïîðîäæåíèõ ïðîöåñàìè.Öåé òèï çáiæíîñòi áóäåìî ïîçíà÷àòè çíàêîì ⇒ .Îçíà÷åííÿ 2. ×åðåç Dh(x) áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìåòðè÷íó ïîõiäíó�óíêöi¨ h â òî÷öi x òà âèçíà÷àòè ¨¨ ðiâíiñòþ

Dh(x) = lim
ε→0

h(x+ ε)− h(x− ε)

2ε
.×åðåç nh(dx) áóäåìî ïîçíà÷àòè äðóãó ïîõiäíó �óíêöi¨ h(x) â ñåíñiðîçïîäiëiâ òà âèçíà÷àòè ¨¨ äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî äè�åðåíöiéîâà-íî¨ �óíêöi¨ H(x) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì çà äîïîìîãîþ �óíêöiîíàëüíî¨ðiâíîñòi ∫

d2H(x)

dx2
h(x)dx =

∫
H(x)nh(dx).



90 Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü...Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè �óíêöiþ sgnx òàêîãî âèãëÿäó:
sgnx =





1, ïðè x > 0,

0, ïðè x = 0,

−1, ïðè x < 0.Äëÿ ïàðè âèìiðíèõ �óíêöié (f(x), g(x)) áóäåìî ïîçíà÷àòè
(f, g) ∈ L(λ,Λ),ÿêùî iñíóþòü äåÿêi êîíñòàíòè λ,Λ, 0 < λ ≤ Λ < ∞ òàêi, ùî äëÿäîâiëüíîãî x âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|f(x)| ≤ Λ , λ ≤ g(x) ≤ Λ .2. Óìîâè íà êîå�iöi¹íòèÍàâåäåìî òóò îáìåæåííÿ íà êîå�iöi¹íòè ðiâíÿíü, ÿêi áóäóòü âè-êîðèñòîâóâàòèñü â ïîäàëüøîìó òåêñòi.Óìîâà (I).Íåõàé f1(x), f2(x) � äåÿêi äâi÷i äè�åðåíöiéîâàíi �óíêöi¨, ùî ìà-þòü âëàñòèâîñòi:
I1. f1(0) = f2(0) = 0; f ′1(x) > 0, f ′2(x) > 0; f ′1(0) = f1 , f

′
2(0) = f2 ;

I2. f(x) =

{
f1(x), x ≤ 0
f2(x), x ≥ 0

.Óìîâà (II).Íåõàé β òà γ � êîíñòàíòè, à g(x), σ(x) � äåÿêi âèìiðíi �óíêöi¨, ùîìàþòü âëàñòèâîñòi:
II1. |β| < 1, |γ| < 1.
II2. Ïàðà �óíêöié (g, σ2) ∈ L(λ,Λ).Óìîâà (III).Íåõàé βǫ � êîíñòàíòà, gε(x), bε(x), σε(x) � äåÿêi âèìiðíi �óíêöi¨,ùî ìàþòü âëàñòèâîñòi:
III1. Ïðè áóäü-ÿêîìó ε > 0 |βǫ| < 1.
III2. Ïðè áóäü-ÿêîìó ε > 0 iñíó¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ñòîõà-ñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.
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III3. Ïàðà �óíêöié (gε, σ

2
ε) ∈ L(λ,Λ).

III4. Äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ R

∣∣∣∣
∫ x

0

bε(y)

σ2ε(y)
dy

∣∣∣∣ ≤ Λ .3. Ñëàáêà çáiæíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü Iòî�îçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) ÿê ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãîðiâíÿííÿ Iòî
X(t) = X(0) +

∫ t

0
α(X(s))ds+

∫ t

0
γ(X(s))dw(s). (3.1)Ïðèïóñòèìî, ùî ïàðà �óíêöié (α, γ2) ∈ L(λ,Λ), òîäi çãiäíî [11, òåî-ðåìà 4.35℄ ðiâíÿííÿ (3.1) ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê.Ç [11, �îðìóëà 4.3℄ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî äëÿ �óíêöi¨ f(x) iñíóþòüââåäåíi ðàíiøå â îçíà÷åííi 2 �óíêöi¨ Df(x) òà nf (dx), òî äëÿ �óíê-öi¨ f(x) òà ïðîöåñó X(t) ìà¹ ìiñöå �îðìóëà Òàíàêà [14, Òåîðåìà 3,ñòîð.103℄, [27, Theorem 1.5, p. 223℄, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì �îðìóëè Iòî:

f(X(t)) = f(X(0)) +

∫ t

0
Df(X(s))dX(s) +

1

2

∫
LX(t, y)nf (dy). (3.2)Òåïåð ïîáóäó¹ìî äåÿêó �óíêöiþ u(x), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷à-ñòèí (çàëåæíî âiä çíàêó àðãóìåíòó). À ñàìå, ïðèïóñòèìî, ùî ui(x),

i = 1, 2 � äåÿêi äâi÷i äè�åðåíöiéîâàíi �óíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòüÓìîâó (I). Òîäi áóäåìî ìàòè
Du(x) =

1

2
(u′2(x) + u′1(x)) +

1

2
(u′2(x)− u′1(x))sgnx;

nu(dx) = (u2 − u1)δ0(x)dx+ Au(x)dx;äå ìè âèçíà÷èëè �óíêöiþ Au(x) òàêèì ÷èíîì
Au(x) =

1

2

[
(u′′2(x) + u′′1(x)) + (u′′2(x)− u′′1(x))sgnx

]
, (3.3)i δ0(x) � öå δ−�óíêöiÿ Äiðàêà, ùî çîñåðåäæåíà â íóëi.Äàëi íåõàé �óíêöiÿ v(x) = u−1(x) ïîçíà÷àòèìå îáåðíåíó �óíêöiþäëÿ �óíêöi¨ u(x).



92 Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü...Ëåìà 1. Íåõàé âèïàäêîâèé ïðîöåñ X(t) çàäàíî ðiâíÿííÿì (3.1), à�óíêöiÿ u(x) çàäîâîëüíÿ¹ Óìîâó (I). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãîâèïàäêîâîãî ïðîöåñó Y (t) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Y (t) = u(X(t)). Òîäiâèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíîñòi
LY (t, 0) =

u1 + u2
2

LX(t, 0), (3.4)
Y (t) = Y (0) +

u2 − u1
u2 + u1

LY (t, 0) +

∫ t

0
α̂(Y (s))ds+

∫ t

0
γ̂(Y (s))dw, (3.5)äå �óíêöiÿ Au(x) âèçíà÷åíà (3.3), à

α̂(x) = Du(v(x))α(v(x)) +
1

2
γ2(v(x))Au(v(x)) ,

γ̂(x) = Du(v(x))γ(v(x)).Äîâåäåííÿ. Äëÿ �óíêöi¨ u(x) òà äëÿ ïðîöåñó X(t) çà �îðìóëîþ Òà-íàêà (3.2) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü:
Y (t) = Y (0)+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]
ds+

+

∫ t

0
Du(X(s))γ(X(s))dw +

u2 − u1
2

LX(t, 0).

(3.6)ÎñêiëüêèX(s) = v(Y (s)), òî ðiâíiñòü (3.5) âèïëèâà¹ ç (3.6) òà (3.4).Äëÿ äîâåäåííÿ (3.4) çàñòîñó¹ìî �îðìóëó Òàíàêà (3.2) äî ïðîöåñó (3.1)òà �óíêöi¨ u(x) = |u(x)|. Áóäåìî ìàòè:
Du(x) =

1

2

(
u′2(x)− u′1(x)

)
+

1

2

(
u′2(x) + u′1(x)

)
sgnx;

nu(dx) = (u2 + u1)δ0(x)dx+ Bu(x)dx;äå ìè ïîçíà÷èëè ÷åðåç Bu(x) íàñòóïíó �óíêöiþ:
Bu(x) =

1

2

[(
u′′2(x)− u′′1(x)

)
+
(
u′′2(x) + u′′1(x)

)
sgnx

]
. (3.7)Òàêèì ÷èíîì

|Y (t)| = |Y (0)|+

+

t∫

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))

]
ds+

+

t∫

0

Du(X(s))γ(X(s))dw +
u2 + u1

2
LX(t, 0).

(3.8)
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LY (t, 0) =

u2 + u1
2

LX(t, 0)+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))

]
ds+

+

∫ t

0
Du(X(s))γ(X(s))dw −

∫ t

0
sgnY (s)dY (s).Îñòàííié iíòåãðàë â öié ðiâíîñòi âèâåäåìî ç �îðìóëè (3.6) òà çâèêîðèñòàííÿì íàñòóïíî¨ âëàñòèâîñòi ïðîöåñiâ: sgnX(s) = sgnY (s).Áóäåìî ìàòè

LY (t, 0) =
u2 + u1

2
LX(t, 0)+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))

]
ds+

+

∫ t

0
Du(X(s))γ(X(s))dw +

∫ t

0

u2 − u1
2

sgnX(s)LX(ds, 0)−

−
∫ t

0
sgnX(s)

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]
ds−

−
∫ t

0
sgnX(s)Du(X(s))γ(X(s))dw.

(3.9)
Îñêiëüêè �óíêöiÿ LX(s, 0) çðîñòà¹ ëèøå â òî÷êàõ s òàêèõ, ùî

X(s) = 0, òî
t∫

0

sgnX(s)LX(ds, 0) = 0.Òåïåð ïðèâåäåìî ïîäiáíi â ïðàâié ÷àñòèíi (3.9), çàóâàæèìî ùî
Du(X(s)) − sgnX(s)Du(X(s)) = I{0}(X(s))

u′2(X(s))− u′1(X(s))

2
;

Bu(X(s))− sgnX(s)Au(X(s)) = I{0}(X(s))
u′′2(X(s)) − u′′1(X(s))

2
,òà ïðîäîâæèìî ïåðåòâîðåííÿ iíòåãðàëiâ, ùî äîäàþòüñÿ äî ëîêàëüíîãî÷àñó â ïðàâié ÷àñòèíi (3.9):

∫ t

0

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Bu(X(s))−
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−sgnX(s)

[
Du(X(s))α(X(s)) +

1

2
γ2(X(s))Au(X(s))

]]
ds+

+

∫ t

0

[
Du(X(s))γ(X(s)) − sgnX(s)Du(X(s))γ(X(s))

]
dw =

=

∫ t

0

(
α(X(s))I{0}(X(s))

u′2(X(s)) − u′1(X(s))

2
+

+
1

2
γ2(X(s))I{0}(X(s))

u′′2(X(s)) − u′′1(X(s))

2

)
ds+

+

∫ t

0
I{0}(X(s))

u′2(X(s)) − u′1(X(s))

2
γ(X(s))dw =

=

∫ t

0
I{0}(X(s))

u′2(X(s))− u′1(X(s))

2
dX(s)+

+
1

4

∫ t

0
I{0}(X(s))γ2(X(s))(u′′2(X(s)) − u′′1(X(s))ds =

=
u2 − u1

2

∫ t

0
I{0}(X(s))dX(s)+

+
1

4
γ2(0)

(
u′′2(0)− u′′1(0)

) ∫ t

0
I{0}(X(s))ds = 0 ,îñêiëüêè ç [28, Ëåìà 5, ñòîð. 590℄ ìà¹ìî ∫ t

0
I{0}(X(s))dX(s) = 0, àðiâíiñòü íóëþ äðóãîãî äîäàíêó âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó:

∫ t

0
I{0}(X(s))dX(s) =

∫ t

0
I{0}(X(s))

α(X(s))

γ2(X(s))
γ2(X(s))ds =

=

∫

R

I{0}(y)
α(y)

γ2(y)
LX(t, y)dy = 0.Òóò ïåðøà ðiâíiñòü � ðåçóëüòàò ç [27, ñòîð. 217℄, à äðóãà ðiâíiñòüâèïëèâà¹ ç [27, �îçäië VI, Íàñëiäîê 1.6℄.Îçíà÷åííÿ 3. Äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ |β| < 1 âèçíà÷èìî �óíêöiþ κ(x)íàñòóïíèì ÷èíîì

κ(x) =

{
(1− β)x, x < 0

(1 + β)x, x ≥ 0
(3.10)i ÷åðåç

ϕ(x) =





x

1− β
, x < 0

x

1 + β
, x ≥ 0



Êðèêóí I.�. 95áóäåìî ïîçíà÷àòè �óíêöiþ, îáåðíåíó äî �óíêöi¨ κ(x). Â ïîäàëüøîìóäëÿ áóäü-ÿêî¨ �óíêöi¨ f áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç f̃ �óíêöiþ, âèçíà÷å-íó òàê:
f̃(x) =

f(κ(x))

1 + βsgnx
. (3.11)�îçãëÿíåìî äâà íàñòóïíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿííÿ:

ξ(t) = x+ βLξ(t, 0) +

∫ t

0
g(ξ(s))ds+

∫ t

0
σ(ξ(s))dw(s), (3.12)

ζ(t) = ϕ(x) +

∫ t

0
g̃(ζ(s))ds+

∫ t

0
σ̃(ζ(s))dw(s). (3.13)Äîáðå âiäîìî ( [11, òåîðåìà 4.35℄, [29℄), ùî ÿêùî Óìîâà (II) âèêî-íó¹òüñÿ, òî i ðiâíÿííÿ (3.12), i ðiâíÿííÿ (3.13) ìàþòü ¹äèíèé ñëàáêèéðîçâ'ÿçîê.Íàñòóïíà ëåìà âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.Ëåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî êîå�iöi¹íòè ðiâíÿííÿ (3.12) çàäîâîëüíÿ-þòü Óìîâó (II) i ζ(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.13). Òîäi ïðîöåñ κ(ζ(t))¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.12).Ç ëåì 1 òà 2 âèïëèâà¹ íàñòóïíà ëåìà.Ëåìà 3. Ïðèïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ u(x) çàäîâîëüíÿ¹ Óìîâó (I), à êî-å�iöi¹íòè ïðîöåñó (3.12) çàäîâîëüíÿþòü Óìîâó (II). Òîäi ïðîöåñ η(t),âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ η(t) = u(ξ(t)), çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíå ðiâíÿííÿ

η(t) =u(x) +
u2 − u1 + β(u2 + u1)

u2 + u1 + β(u2 − u1)
Lη(t, 0)+

+

∫ t

0
g∗(η(s))ds+

∫ t

0
σ∗(η(s))dw(s),

(3.14)äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ
g∗(x) = Du

(
u−1(x)

)
g
(
u−1(x)

)
+
σ2
(
u−1(x)

)

2
Au

(
u−1(x)

)
,

σ∗(x) = Du
(
u−1(x)

)
σ
(
u−1(x)

)
.Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ �óíêöi¨ τ(x), âèçíà÷åíî¨

τ(x) = u(κ(x)) =

{
u1
(
(1− β)x

)
, x ≤ 0

u2
(
(1 + β)x

)
, x ≥ 0

,



96 Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü...âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi η(t) = u(ξ(t)) = u(κ(ζ(t))) = τ(ζ(t)).Òîäi ìà¹ìî òàêi ðåçóëüòàòè:
τ1(0) = τ2(0) = 0 ;

τ ′1(x) = (1− β)u′1
(
(1− β)x

)
> 0 , τ ′2(x) > 0 ;

τ ′1(0) = τ1 = (1− β)u1 , τ
′
2(0) = τ2 = (1 + β)u2 ;äëÿ �óíêöi¨ τ(x) iñíó¹ îáåðíåíà �óíêöiÿ: τ−1(x) = ϕ(u−1(x)) ; òàiñíóþòü äðóãi ïîõiäíi τ ′′1 (x) , τ ′′2 (x) .Äàëi ìà¹ìî:

Dτ(x) = (1 + βsgnx)Du(κ(x));

Aτ (x) = (1 + βsgnx)2Au(κ(x));

nτ (dx) = (τ2 − τ1)δ0(x)dx + (1 + βsgnx)2Au(κ(x))dx.Òàêèì ÷èíîì, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî âèêîíóþòüñÿ âèìîãèëåìè 1 íà ïðîöåñè (3.13) òà (3.14) ç �óíêöi¹þ τ(x). Áóäåìî ìàòè:
α̂(x) = Dτ(τ−1(x))g̃(τ−1(x)) +

1

2
σ̃2(τ−1(x))Aτ (τ

−1(x)) =

= (1 + βsgnτ−1(x))Du(κ(τ−1(x)))
g(κ(τ−1(x)))

1 + βsgnτ−1(x)
+

+
σ2(κ(τ−1(x)))

2(1 + βsgn(τ−1(x)))2
(1 + βsgnτ−1(x))2Au(κ(τ

−1(x))) =

= Du(u−1(x))g(u−1(x)) +
σ2(u−1(x))

2
Au(u

−1(x)) = g∗(x);

γ̂(x) = Dτ(τ−1(x))σ̃(τ−1(x)) =

= (1 + βsgnτ−1(x))Du(κ(τ−1(x)))
σ(κ(τ−1(x)))

1 + βsgnτ−1(x)
=

= Du(u−1(x))σ(u−1(x)) = σ∗(x).Çàñòîñóâàâøè òåïåð ëåìó 1, îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè 3.Òåïåð ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ñòîõàñòè÷íå äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿIòî:
vε(t) = x+

∫ t

0

(
bε(vε(s)) + gε(vε(s))

)
ds+

∫ t

0
σε(vε(s))dw(s). (3.15)Íåõàé äëÿ êîå�iöi¹íòiâ (3.15) âèêîíó¹òüñÿ Óìîâà (III); ïðîöåñó vεíà ïðîñòîði (C[0, T ], CT ) âiäïîâiäà¹ ìiðà νε.
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Fε(x) = exp

{
− 2

x∫

0

bε(y)

aε(y)
dy
}
, fε(x) =

x∫

0

Fε(y)dy. (3.16)Îñêiëüêè fε(x), ÿê �óíêöiÿ x, ìîíîòîííî çðîñòà¹, òî âîíà ìà¹ îáåð-íåíó, ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè f−1
ε (x). Ïðèïóñòèìî, ùî

lim
ε→0

fε(x) = f(x) =

{
f1(x), x ≤ 0
f2(x), x ≥ 0

. (3.17)Çà óìîâè III4 ãðàíèöÿ â (3.17) iñíó¹ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ. Òîäiðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ lim
ε→0

f−1
ε (x) = f−1(x) i f−1(x) ¹ îáåðíåíîþ�óíêöi¹þ äî �óíêöi¨ f(x).�ðàíè÷íà ìiðà ν íà (C[0, T ], CT ) áóäå âiäïîâiäàòè ïðîöåñó

v(t) = x+ αLv(t, 0) +

∫ t

0
g(v(s))ds +

∫ t

0
σ(v(s))dw(s). (3.18)Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ �óíêöi¨ f(x) ç (3.17) òà äëÿ êîå�iöi¹íòiâðiâíÿíü (3.18), (3.15) âèêîíóþòüñÿ Óìîâè (I), (II), (III) âiäïîâiäíî.Äëÿ òîãî, ùîá νε ⇒ ν ïðè ε → 0 íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá âèêî-íóâàëèñü íàñòóïíi óìîâè:i) α =

f1 − f2
f1 + f2

;ii) lim
ε→0

x∫

0

1

Fε(y)σ2ε(y)
dy =

x∫

0

1

σ2(y)Df(y)
dy äëÿ âñiõ x ∈ R;iii) lim

ε→0

x∫

0

gε(y)

σ2ε(y)
dy =

x∫

0

[ g(y)
σ2(y)

+
1

2

Af (y)

Df(y)

]
dy äëÿ âñiõ x ∈ R.Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïðîöåñ πε(t) = fε(vε(t)) i ςε � ìiðà, ùî âiäïîâiäà¹éîìó íà (C[0, T ], Ct). Ç �îðìóëè Iòî âèïëèâà¹, ùî ïðîöåñ πε(t) çàäî-âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

πε(t) = πε(0) +

∫ t

0
ĝε(πε(s))ds +

∫ t

0
σ̂ε(πε(s))dw(s). (3.19)Òóò ĝε(x) = Fε(f

−1
ε (x))gε(f

−1
ε (x)) , σ̂ε(x) = Fε(f

−1
ε (x))σε(f

−1
ε (x)).Íåõàé π(t) = f(v(t)) i ïîçíà÷èìî ÷åðåç ς ìiðó, ùî âiäïîâiäà¹ ïðîöåñó

π íà (C[0, T ], Ct).



98 Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü...Çãiäíî [7, ëåìà 5℄, òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî âèìîãè i), ii), iii) íåîáõiäíié äîñòàòíi äëÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ìið ςε äî ìiðè ς. Â ñèëó Óìîâè (III)ïàðà (ĝε, σ̂ε
2) ∈ L(k,K) ç äåÿêèìè êîíñòàíòàìè k,K.Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî ïðîöåñ π(t) = f(v(t)) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ(3.14) ç âiäïîâiäíèì âèðàçîì äëÿ êîå�iöi¹íòà ïðè ëîêàëüíîìó ÷àñi (ççàìiíîþ êîíñòàíò u1, u2, β íà f1, f2, α, âiäïîâiäíî):
π(t) = π(0) +

f2 − f1 + α(f2 + f1)

f2 + f1 + α(f2 − f1)
Lπ(t, 0)+

+

∫ t

0
ĝ(π(s))ds+

∫ t

0
σ̂(π(s))dw(s),äå ïîçíà÷åíî ĝ(x) = Df(f−1(x))g(f−1(x)) +

σ2(f−1(x))

2
Af (f

−1(x)),

σ̂(x) = Df(f−1(x))σ(f−1(x)).Ç iíøîãî áîêó, ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [6℄ âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íèé ïðî-öåñ äëÿ πε(t) ìîæå áóòè ëèøå ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Iòî, òîáòî ç êîå-�iöi¹íòîì 0 ïðè ëîêàëüíîìó ÷àñi. Çâiäñè ìîæåìî îòðèìàòè çíà÷åííÿäëÿ êîíñòàíòè α � òîìó âèêîíó¹òüñÿ âèìîãà i).Âðàõîâóþ÷è öå, ç [6, òåîðåìà 1℄ îòðèìà¹ìî, ùî íàñòóïíi óìîâèíåîáõiäíi é äîñòàòíi äëÿ çáiæíîñòi ςε ⇒ ς:
∫ x

0

1

σ̂ε
2(y)

dy =

∫ x

0

1

F 2
ε (f

−1
ε (y))σ2ε (f

−1
ε (y))

dy =

=

∫ f−1
ε (x)

0

1

Fε(z)σ2ε (z)
dz →

∫ f−1(x)

0

1

Df(z)σ2(z)
dz =

=

∫ x

0

1

σ2(f−1(y))
[
Df(f−1(y))

]2 dy =

∫ x

0

1

σ̂2(y)
dy ;

∫ x

0

ĝε(y)

σ̂ε
2(y)

dy =

∫ x

0

gε(f
−1
ε (y))

Fε(f
−1
ε (y))σ2ε (f

−1
ε (y))

dy =

∫ f−1
ε (x)

0

gε(z)

σ2ε(z)
dz →

→
∫ f−1(x)

0

[ g(z)
σ2(z)

+
1

2

Af (z)

Df(z)

]
dz =

=

∫ x

0

[ g(f−1(y))

σ2(f−1(y))
+

1

2

Af (f
−1(y))

Df(f−1(y))

] dy

Df(f−1(y))
=

=

∫ x

0

[ g(f−1(y))

σ2(f−1(y))Df(f−1(y))
+

1

2

Af (f
−1(y))

[
Df(f−1(y))

]2
]
dy =

∫ x

0

ĝ(y)

σ̂2(y)
dy ,ùî åêâiâàëåíòíî âèìîãàì ii) òà iii) âiäïîâiäíî.



Êðèêóí I.�. 994. Ñëàáêà çáiæíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåíöiàëüíèõðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü ëîêàëüíèé ÷àñ�îçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü ëî-êàëüíèé ÷àñ, òà ç êîå�iöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ìàëîãî ïàðàìåòðó:
ξε(t) = x+ βεL

ξε(t, 0)+

∫ t

0

(
bε(ξε(s)) + gε(ξε(s))

)
ds+

+

∫ t

0
σε(ξε(s))dw(s).

(4.1)Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µε ìiðó íà (C[0, T ], CT ), ïîðîäæåíó ïðîöåñîì ξε.Íåõàé ξ(t) � áóäå ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ íàñòóïíîãî ñòîõà-ñòè÷íîãî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü ëîêàëüíèé ÷àñ:
ξ(t) = x+ γLξ(t, 0) +

t∫

0

g(ξ(s))ds +

t∫

0

σ(ξ(s))dw(s). (4.2)Ïîçíà÷èìî ìiðó, ïîðîäæåíó ξ íà ïðîñòîði (C[0, T ], CT ), ÷åðåç µ.Ç [11, òåîðåìà 4.35℄ âèïëèâà¹, ùî â óìîâàõ íàñòóïíî¨ òåîðåìè ðiâ-íÿííÿ (4.2) ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê.Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ �óíêöi¨ f(x) ç (3.17) òà äëÿ ñòîõàñòè÷íèõðiâíÿíü (4.2), (4.1) âèêîíóþòüñÿ âiäïîâiäíî Óìîâè (I), (II), (III) i
βε −→ β ïðè ε → 0. Äëÿ òîãî, ùîá µε ⇒ µ íåîáõiäíî é äîñòàòíüî,ùîá âèêîíóâàëèñü íàñòóïíi óìîâè:j) γ =

f1 − f2 + β(f1 + f2)

f1 + f2 + β(f1 − f2)
;jj) lim

ε→0

x∫

0

1

Fε(y)σ2ε(y)
dy =

x∫

0

1

σ2(y)Df(y)
dy äëÿ âñiõ x ∈ R;jjj) lim

ε→0

x∫

0

gε(y)

σ2ε(y)
dy =

x∫

0

[ g(y)
σ2(y)

+
1

2

Af (y)

Df(y)

]
dy äëÿ âñiõ x ∈ R.Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî �îðìóëàì (3.10)�(3.11), äëÿ |βε| < 1 ââåäåìî�óíêöi¨ κε, ϕε, g̃ε, σ̃ε:

κε(x) =

{
(1− βε)x, x ≤ 0
(1 + βε)x, x ≥ 0

;

ϕε(x) � îáåðíåíà �óíêöiÿ äî κε(x),
g̃ε(x) =

gε(κε(x))

1 + βεsgnx
, b̃ε(x) =

bε(κε(x))

1 + βεsgnx
, σ̃ε(x) =

σε(κε(x))

1 + βεsgnx
.



100 Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü...Ââåäåìî ïðîöåñ ηε(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
ηε(t) = ϕε(x) +

∫ t

0

(
b̃ε(ηε(s)) + g̃ε(ηε(s))

)
ds+

∫ t

0
σ̃ε(ηε(s))dw(s).Ïîçíà÷èìî̃

Fε(x) = exp

{
− 2

x∫

0

b̃ε(y)

σ̃2ε(y)
dy

}
, f̃ε(x) =

x∫

0

F̃ε(y)dy.Òîäi
F̃ε(x) = exp

{
− 2

x∫

0

bε(κε(y))

σ2ε(κε(y))
(1 + βεsgny)dy

}
= Fε(κε(x));

f̃ε(x) =

x∫

0

F̃ε(y)dy =

x∫

0

Fε(κε(y))dy =

=

κε(x)∫

0

Fε(z)

1 + βεsgnz
dz =

fε(κε(x))

1 + βεsgnx
.Ç (3.17) òà ç òîãî ùî lim

ε→0
βε = β, ìà¹ìî, ùî

lim
ε→0

f̃ε(x) = lim
ε→0

fε(κε(x))

1 + βεsgnx
=





f1(κ(x))

1− β
, x ≤ 0

f2(κ(x))

1 + β
, x ≥ 0

=

=

{
f̃1(x), x ≤ 0

f̃2(x), x ≥ 0
=: f̃(x).Çíà÷èòü:

f̃1(0) = f̃2(0) = 0 ; f̃ ′1(x) = f ′1(κ(x)) , f̃
′
2(x) = f ′2(κ(x)) ,

f̃ ′1(0) = f̃1 = f1 , f̃
′
2(0) = f̃2 = f2 ;iñíóþòü äðóãi ïîõiäíi f̃ ′′1 (x) = (1−β)f ′′1 (κ(x)), f̃ ′′2 (x) = (1+β)f ′′2 (κ(x));òà iñíó¹ îáåðíåíà f̃−1(x) = ϕ(f−1(κ(x))).Çãiäíî ç ëåìîþ 2, ξε(t) = κε(ηε(t)) � ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.1).Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî ϑε � ìiðè, ïîðîäæåíi ηε, çáiãàþòüñÿ äî ϑ



Êðèêóí I.�. 101� ìiðè, ïîðîäæåíî¨ η, ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 1 âiäíîñíî êîå�i-öi¹íòiâ η(t), äå η(t) âiäïîâiäíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ
η(t) = ϕ(x) + αLη(t, 0) +

∫ t

0
g̃(η(s))ds +

∫ t

0
σ̃(η(s))dw(s).Äàëi ìà¹ìî

Df̃(x) =
f̃ ′2(x) + f̃ ′1(x)

2
+
f̃ ′2(x)− f̃ ′1(x)

2
sgnx = Df(κ(x));

n
f̃
(dx) = (f̃ ′2(0) − f̃ ′1(0))δ0(x)dx+

1

2
A
f̃
(x)dx = (f2 − f1)δ0(x)dx+

+
1

2

[(
(1 + β)f ′′2 (κ(x)) + (1− β)f ′′1 (κ(x))

)
+

+
(
(1 + β)f ′′2 (κ(x)) − (1− β)f ′′1 (κ(x))

)
sgnx

]
dx =

= (f2 − f1)δ0(x)dx+
(1 + βsgnx)

2
Af (κ(x))dx ,çâiäêè A

f̃
(x) = (1 + βsgnx)Af (κ(x)).Îòæå ç âèìîã òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî âèêîíóþòüñÿ âèìîãè òåîðå-ìè 1. Òåïåð ïåðåâiðèìî, ùî âiðíî i íàâïàêè � ùî ç âèìîã òåîðåìè 2âèïëèâàþòü âèìîãè i), ii), iii) òåîðåìè 1. Ìà¹ìî :� i) : α =

f̃1 − f̃2

f̃1 + f̃2
=
f1 − f2
f1 + f2

;Îòæå âèìîãà i) ðiâíîñèëüíà âèìîçi j).� ii) : lim
ε→0

x∫

0

1

F̃ε(y)σ̃2ε(y)
dy = lim

ε→0

x∫

0

(1 + βεsgny)
2

Fε(κε(y))σ2ε (κε(y))
dy =

= lim
ε→0

κε(x)∫

0

(1 + βεsgnz)

Fε(z)σ2ε (z)
dz = (âèïëèâà¹ ç jj))

=

κ(x)∫

0

1 + βsgny

σ2(y)Df(y)
dy =

x∫

0

(1 + βsgnz)2

σ2(κ(z))Df(κ(z))
dz =

x∫

0

dz

σ̃2(z)Df̃(z)
.Îòæå âèìîãà ii) ðiâíîñèëüíà âèìîçi jj).
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ε→0

x∫

0

g̃ε(y)

σ̃2ε(y)
dy = lim

ε→0

x∫

0

gε(κε(y))(1 + βεsgny)

σ2ε(κε(y))
dy =

= lim
ε→0

κε(x)∫

0

gε(z)

σ2ε(z)
dz = (âèïëèâà¹ ç jjj)) = κ(x)∫

0

[ g(y)
σ2(y)

+
1

2

Af (y)

Df(y)

]
dy =

=

x∫

0

[ g(κ(z))
σ2(κ(z))

+
1

2

Af (κ(z))

Df(κ(z))

]
(1 + βsgnz)dz =

x∫

0

[ g̃(z)
σ̃2(z)

+
1

2

A
f̃
(z)

Df̃(z)

]
dz.Îòæå âèìîãà iii) ðiâíîñèëüíà âèìîçi jjj).Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 ùîäî óìîâ ñëàáêî¨çáiæíîñòi ìið, ïîðîäæåíèõ ïðîöåñàìè ηε, äî ìiðè, ïîðîäæåíî¨ ïðîöå-ñîì η.Äàëi, îñêiëüêè �óíêöi¨ κε(x) i ϕε(x) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà êîì-ïàêòàõ äî ¨õíiõ âiäïîâiäíèõ ãðàíèöü κ(x) i ϕ(x), òî ξ(t) = κ(η(t)) �ãðàíè÷íèé ïðîöåñ äëÿ ξε(t).Çãiäíî ëåìè 2, η(t) = κα(ζ(t)) äëÿ |α| < 1, äå

κα(x) =

{
(1− α)x, x ≤ 0
(1 + α)x, x ≥ 0

,i ϕα(x) � îáåðíåíà äî κα(x); ïðîöåñ ζ(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ
ζ(t) = ϕα(ϕ(x)) +

∫ t

0
g∗(ζ(s))ds+

∫ t

0
σ∗(ζ(s))dw(s),äå ïîçíà÷åíî g∗(x) =

g̃(κα(x))

1 + αsgnx
; σ∗(x) =

σ̃(κα(x))

1 + αsgnx
.Çíà÷èòü ξ(t) = κ(η(t)) = κ(κα(ζ(t))) = θ(ζ(t)), äå

θ(x) = κ(κα(x)) =

{
(1− α)(1 − β)x, x ≤ 0
(1 + α)(1 + β)x, x ≥ 0

,à îáåðíåíà äî íå¨ �óíêöiÿ θ−1(x) = ϕα(ϕ(x)).Äàëi, Aθ(x) = 0. Òîäi, çà ëåìîþ 1 áóäåìî ìàòè (äëÿ ñïðîùåííÿçàïèñó áóäåìî ïèñàòè â êiëüêîõ íàñòóïíèõ �îðìóëàõ ïiä iíòåãðàëàìè
ξ çàìiñòü ξ(s) ):

ξ(t) = θ(ζ(t)) = κ(κα(ϕα(ϕ(x))))+

+
(1 + β)(1 + α)− (1− β)(1− α)

(1 + β)(1 + α) + (1− β)(1− α)
Lξ(t, 0)+
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+

t∫

0

Dθ(θ−1(ξ))g∗(θ−1(ξ))ds+

t∫

0

Dθ(θ−1(ξ))σ∗(θ−1(ξ))dw(s).Äàëi âðàõó¹ìî òå, ùî Dθ(x) = (1 + αsgnx)(1 + βsgnx), âèêîðèñòà¹ìîâëàñòèâîñòi �óíêöié θ−1, f̃−1 i A
f̃
òà ïiäñòàâèìî �óíêöi¨ g∗ i σ∗.Áóäåìî ìàòè :

ξ(t) = x+
α+ β

1 + αβ
Lξ(t, 0)+

+

∫ t

0

[
(1 + αsgnξ)(1 + βsgnξ)

g̃(κα(ϕα(ϕ(ξ))))

1 + αsgnξ

]
ds+

+

∫ t

0
(1 + αsgnξ)(1 + βsgnξ)

σ̃
(
κα
(
ϕα(ϕ(ξ))

))

1 + αsgnξ
dw =

= x+
α+ β

1 + αβ
Lξ(t, 0)+

+

∫ t

0
(1 + βsgnξ)g̃(ϕ(ξ))ds +

∫ t

0
(1 + βsgnξ)σ̃(ϕ(ξ))dw =

= x+
α+ β

1 + αβ
Lξ(t, 0) +

∫ t

0
g(ξ(s))ds +

∫ t

0
σ(ξ(s))dw(s).Ïiäñòàâèìî òåïåð çíà÷åííÿ êîå�iöi¹íòó α, îòðèìàíå ç òåîðåìè 1,òîáòî α =

f1 − f2
f1 + f2

â âèðàç α+ β

1 + αβ
� îòðèìó¹ìî �îðìóëþâàííÿ âèìîãèj):

α+ β

1 + αβ
=
f1 − f2 + β(f1 + f2)

f1 + f2 + β(f1 − f2)
.Îñòàòî÷íî ãðàíè÷íèé ïðîöåñ ξ(t) ìà¹ âèãëÿä

ξ(t) = x+ γLξ(t, 0) +

t∫

0

g(ξ(s))ds +

t∫

0

σ(ξ(s))dw(s),òîáòî ξ(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (4.2).5. ÏðèêëàäÄîñëiäèìî çáiæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ñòîõàñòè÷íèõ äè�åðåí-öiàëüíèõ ðiâíÿíü :
ξε(t) = x+ βεL

ξε(t, 0) +
1

ε

∫ t

0
b
(ξε(s)

ε

)
+

+

∫ t

0
g
(ξε(s)

ε

)
ds+

∫ t

0
σ
(ξε(s)

ε

)
dw(s).

(5.1)



104 Ïðî ñëàáêó çáiæíiñòü...Ïðèïóñòèìî, ùî êîíñòàíòè |βε| < 1 ïðè áóäü-ÿêîìó ε, |β| < 1,
βε → β ïðè ε→ 0 i

∣∣∣∣∣

x∫

0

b(y)

σ2(y)
dy

∣∣∣∣∣ < Const ,

0∫

−∞

b(y)

σ2(y)
dy = B1 ,

∞∫

0

b(y)

σ2(y)
dy = B2òà iñíóþòü ãðàíèöi

lim
|x|→∞

1

x

x∫

0

g(y)

σ2(y)
dy = A1 , lim

|x|→∞

1

x

x∫

0

dy

σ2(y)
= A2 > 0 .Òîäi âèêîíóþòüñÿ âèìîãè òåîðåìè 2 i äëÿ çíàõîäæåííÿ êîå�iöi¹í-òiâ ãðàíè÷íîãî ïðîöåñó îá÷èñëþ¹ìî:

f1 = exp(2B1), f2 = exp(−2B2), Af (x) ≡ 0,

σ2(x) =
1

A2
, g(x) =

A1

A2
,

γ =
β + th(B1 +B2)

1 + βth(B1 +B2)
,äå ÷åðåç th(x) ïîçíà÷åíî ãiïåðáîëi÷íèé òàíãåíñ x.Òîìó ãðàíè÷íèì ïðîöåñîì äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ (5.1) áóäå ïðîöåñ

ξ(t) = x+
β + th(B1 +B2)

1 + βth(B1 +B2)
Lξ(t, 0) +

A1

A2
t+

1√
A2
w(t).ÏîäÿêèÀâòîð âèñëîâëþ¹ ñåðäå÷íó âäÿ÷íiñòü ãåðî¨÷íèì áiéöÿì ÇáðîéíèõÑèë Óêðà¨íè, ÿêi ç 2014ãî ðîêó çàõèùàþòü àâòîðà òà éîãî ðiäíèõ iáëèçüêèõ âiä êðèâàâèõ ðîñiéñüêèõ òåðîðèñòè÷íèõ âiéñüê.Òàêîæ àâòîð âèñëîâëþ¹ âäÿ÷íiñòü àíîíiìíîìó ðåöåíçåíòó çàóâàæíå âèâ÷åííÿ òåêñòó ñòàòòi òà êîðèñíi çàóâàæåííÿ, ÿêi äîïîìîãëèïîêðàùèòè ðîáîòó. Ëiòåðàòóðà[1℄ Stroo
k, D., Varadhan, S. R. S. (1979). Multidimensional Di�usion Pro
esses. NewYork, Springer-Verlag.[2℄ Ìàõíî, Ñ. ß. (1992). Ñõîäèìîñòü äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ. Óêðà¨íñüêèé ìà-òåìàòè÷íèé æóðíàë, 44 (2), 284�289.
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