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В С Т У П

Òåîð³ÿ éìîâ³ðíîñòåé º íàñòóïíîþ ï³ñëÿ âèùî¿ ìàòåìàòèêè ñêëàäîâîþ
ôóíäàìåíòàëüíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ï³äãîòîâêè ìàéáóòí³õ åêîíîì³ñò³â ³ ìå-
íåäæåð³â. Âîíà âèâ÷àº âëàñòèâîñò³ âèïàäêîâèõ ïîä³é òà çàêîíîì³ðíîñò³
ó âèïàäêîâèõ ïîä³ÿõ ³ àêòèâíî âèêîðèñòîâóºòüñÿ â áàãàòüîõ ñôåðàõ íàóêî-
âî¿ òà ïðàêòè÷íî¿ ä³ÿëüíîñò³, ó òîìó ÷èñë³ â åêîíîì³ö³ òà ìåíåäæìåíò³.
Çíàííÿ ç òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé áóäóòü ïîòð³áí³ ñòóäåíòàì äëÿ âèâ÷åííÿ
äèñöèïë³í "Ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà", "Åêîíîìåòð³ÿ", "Îïòèì³çàö³éí³ ìå-
òîäè òà ìîäåë³", "Ðèçèêîëîã³ÿ", ³íøèõ íàâ÷àëüíèõ äèñöèïë³í òîùî, äëÿ
îïðàöþâàííÿ ìàòåð³àë³â ïðàêòèê, ïðè íàïèñàíí³ êóðñîâèõ òà äèïëîìíèõ
ðîá³ò, â ïîäàëüø³é ïðîôåñ³éí³é ä³ÿëüíîñò³.

Зміст (програма) дисципліни

Òåìà 1. Ïðåäìåò òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé; îñíîâí³ ïîíÿòòÿ. Ïðåäìåò ³ ìåòîä
òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé. Ïîä³¿, êëàñèô³êàö³ÿ ïîä³é: â³ðîã³äí³, íåìîæëèâ³ òà
âèïàäêîâ³. Îêðåìèé âèïàäîê ïîä³¿, íàñë³äîê ïîä³¿, ð³âíîñèëüí³ ïîä³¿. Ñó-
ì³ñí³ òà íåñóì³ñí³ ïîä³¿. Àëãåáðà ïîä³é: ñóìà òà äîáóòîê ïîä³é, ïðîòèëåæí³
ïîä³¿; âëàñòèâîñò³ ä³é íàä ïîä³ÿìè. Ïîâíà ãðóïà ïîä³é. Ð³âíîìîæëèâ³ ïîä³¿.
Îçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³: êëàñè÷íå, ãåîìåòðè÷íå, ñòàòèñòè÷íå. Óìîâí³ éìî-
â³ðíîñò³. Ïîíÿòòÿ ïðî àêñ³îìàòè÷íå âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³. Îñíîâí³
ôîðìóëè êîìá³íàòîðèêè òà ïðèêëàäè ¿õ âèêîðèñòàííÿ ïðè îá÷èñëåíí³
éìîâ³ðíîñòåé ð³çíèõ ïîä³é.

Òåìà 2. Îñíîâí³ òåîðåìè ïðî éìîâ³ðíîñò³. Òåîðåìà ïðî äîäàâàííÿ
éìîâ³ðíîñòåé, ¿¿ íàñë³äêè. Òåîðåìà ïðî äîáóòîê éìîâ³ðíîñòåé, ¿¿ íàñë³ä-
êè. Ôîðìóëà ïîâíî¿ ³ìîâ³ðíîñò³. Ã³ïîòåçè, ¿õ àïð³îðí³ òà àïîñòåð³îðí³
éìîâ³ðíîñò³. Ôîðìóëè Áàéºñà. Åêîíîì³÷í³ ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ îñíî-
âíèõ òåîðåì ïðî éìîâ³ðíîñò³.

Òåìà 3. Âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè, ¿õ îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè. Ïî-
íÿòòÿ ïðî âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè, ¿õ êëàñèô³êàö³ÿ (äèñêðåòí³ òà íåïåðåðâí³,
îäíîâèì³ðí³ òà áàãàòîâèì³ðí³), åêîíîì³÷í³ ïðèêëàäè. Äèñêðåòí³ âèïàäêîâ³
âåëè÷èíè. Çàêîí ðîçïîä³ëó äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, éîãî òàáëè÷-
íà, ãðàô³÷íà òà àíàë³òè÷íà ôîðìè. Çàãàëüí³ âëàñòèâîñò³ çàêîíó ðîçïîä³ëó
äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Íåïåðåðâí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè. Ôóíêö³ÿ
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé òà ù³ëüí³ñòü ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âå-
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ëè÷èíè, ¿õ âëàñòèâîñò³, çâ’ÿçîê ì³æ íèìè, ³íòåãðàëüíà òà äèôåðåíö³àëüíà
ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé. Îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè âèïàä-
êîâî¿ âåëè÷èíè (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³ÿ, ñòàíäàðòíå â³äõè-
ëåííÿ), ôîðìóëè òà ïðèêëàäè ¿õ îá÷èñëåííÿ, âëàñòèâîñò³, åêîíîì³÷íèé
çì³ñò. Íåð³âí³ñòü ×åáèøåâà, ¿¿ ìîäèô³êàö³¿, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Âè-
çíà÷åííÿ ìåæ ìîæëèâèõ çíà÷åíü äèñïåðñ³¿ ³ ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ
îáìåæåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.

Òåìà 4. Îñíîâí³ çàêîíè ðîçïîä³ëó äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.
Ïîøèðåí³ çàêîíè ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí: ð³âíîì³ðíèé, á³íîì³àëüíèé, ãåîìåòðè÷íèé, ðîçïîä³ë Ïóàññîíà;
îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè â³äïîâ³äíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Òåî-
ðåìà Áåðíóëë³ ïðî çâ’ÿçîê ì³æ ÷àñòîòîþ òà éìîâ³ðí³ñòþ. Åêîíîì³÷í³
ïðèêëàäè âèíèêíåííÿ îêðåìèõ çàêîí³â ðîçïîä³ëó äèñêðåòíèõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí. Àïðîêñèìàö³ÿ á³íîì³àëüíîãî çàêîíó ïóàññîí³âñüêèì. Ïî-
íÿòòÿ ïðî ëîêàëüíó òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà òà ¿¿ âèêîðèñòàííÿ äëÿ
àïðîêñèìàö³¿ á³íîì³àëüíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé.

Òåìà 5. Âàæëèâ³ ðîçïîä³ëè íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïîøè-
ðåí³ çàêîíè ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:
ð³âíîì³ðíèé, áåòà, òðèêóòíèé (çàãàëüíèé òà ñèìåòðè÷íèé), ïîêàçíèêî-
âèé, íîðìàëüíèé (çàãàëüíèé òà ñòàíäàðòíèé); âëàñòèâîñò³ òà îñíîâí³
÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè â³äïîâ³äíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïîíÿòòÿ ïðî
ìîìåíòè âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Àñèìåòð³ÿ òà åêñöåñ ðîçïîä³ëó éìîâ³ð-
íîñòåé. Íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë ÿê àïðîêñèìàö³ÿ á³íîì³àëüíîãî òà ïóàñ-
ñîí³âñüêîãî ðîçïîä³ëó; ³íòåãðàëüíà òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà. Áåòà-ðîç-
ïîä³ë ÿê àïðîêñèìàö³ÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó.

Òåìà 6. Ñóêóïíîñò³ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïîíÿòòÿ òà åêîíîì³÷í³ ïðè-
êëàäè ñóêóïíîñòåé (ñèñòåì) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñ-
òåé äâîâèì³ðíî¿ äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè; ìàðã³íàëüí³ ðîçïîä³ëè.
Ôóíêö³ÿ òà ù³ëüí³ñòü ðîçïîä³ëó íåïåðåðâíî¿ äâîâèì³ðíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè-
÷èíè, ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó òà ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ñêëàäîâèõ
÷àñòèí äâîâèì³ðíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè
îêðåìèõ ñêëàäîâèõ ñóêóïíîñò³ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïðàâèëà òà ïðèêëàäè
¿õ îá÷èñëåííÿ. Ïîêàçíèêè éìîâ³ðí³ñíîãî (ñòîõàñòè÷íîãî) çâ’ÿçêó ì³æ äâîìà
âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ñèñòåìè (êîâàð³àö³ÿ òà êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿),
ïðàâèëà òà ïðèêëàäè ¿õ îá÷èñëåííÿ òà âèêîðèñòàííÿ â àíàë³òè÷íèõ äî-
ñë³äæåííÿõ.

Òåìà 7. Ôóíêö³¿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë òà öåíòðà-
ëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà. Îêðåì³ âàæëèâ³ ðîçïîä³ëè, ïîâ’ÿçàí³ ³ç íîðìàëüíèì
çàêîíîì. Ïîíÿòòÿ ôóíêö³¿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ôóíêö³ÿ â³ä îäíîãî âè-
ïàäêîâîãî àðãóìåíòó, ¿¿ ðîçïîä³ë, ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³ÿ.
Ïðèêëàäè ôóíêö³é áàãàòüîõ âèïàäêîâèõ àðãóìåíò³â. Ìàòåìàòè÷í³ ñïî-
ä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿ ñóìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, äîáóòêó äâîõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí. Ïðèêëàäè âèçíà÷åííÿ çàêîíó, ôóíêö³¿ àáî âèäó ðîçïîä³ëó



В с т у п

éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, ÿêà º ôóíêö³ºþ â³ä ³íøèõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí, çà â³äîìèìè ðîçïîä³ëàìè ñâî¿õ âèïàäêîâèõ àðãóìåíò³â.
Ñóòü çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë. Òåîðåìà Áåðíóëë³. Çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë
×åáèøåâà. Ñóòü öåíòðàëüíî¿ ãðàíè÷íî¿ òåîðåìè. Îêðåì³ âàæëèâ³ ðîçïî-
ä³ëè, ïîâ’ÿçàí³ ³ç íîðìàëüíèì çàêîíîì (õ³-êâàäðàò, ðîçïîä³ë Ñòüþäåíòà,
ðîçïîä³ë Ô³øåðà).

Òåìà 8. Ïîíÿòòÿ ïðî âèïàäêîâ³ ôóíêö³¿, âèïàäêîâ³ ïðîöåñè òà âèïàä-
êîâ³ ïîñë³äîâíîñò³. Âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ, ¿¿ ïåðåð³çè. Îñíîâí³ õàðàêòåðèñ-
òèêè âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³ÿ, ñòàíäàð-
òíå â³äõèëåííÿ), âëàñòèâîñò³ îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê. Êîâàð³àö³éíà òà
êîðåëÿö³éíà ôóíêö³¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿, ¿õ âëàñòèâîñò³, ïðèêëàäè îá-
÷èñëåííÿ. Ïîíÿòòÿ ïðî ðåàë³çàö³þ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿. Âèïàäêîâ³ ïðî-
öåñè òà âèïàäêîâ³ ïîñë³äîâíîñò³. Ñòàö³îíàðíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ,
îñîáëèâîñò³ éîãî êîâàð³àö³éíî¿ òà êîðåëÿö³éíî¿ ôóíêö³é. Ïîíÿòòÿ ïðî
òðàºêòîð³þ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó. Ïðèêëàäè ïîøèðåíèõ íåñòàö³îíàðíèõ
ïðîöåñ³â (ïðîöåñè ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, ïóàññîí³âñüê³, â³íåð³âñüê³,
ìàðê³âñüê³); ñòàö³îíàðíèé ñòàí ìàðê³âñüêî¿ ïîñë³äîâíîñò³.
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Л Е К Ц І Я 1

ПРЕДМЕТ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ
ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ

1.1. Предмет дисципліни, поняття випадкової події
1.2. Алгебра подій
1.3. Імовірність події
1.4. Умовна ймовірність
1.5. Поняття про аксіоматичне визначення ймовірності
1.6. Завдання для практичних занять і самостійної роботи студентів

1.1. Предмет дисципліни, поняття випадкової події

Òåîð³ÿ éìîâ³ðíîñòåé – öå ìàòåìàòè÷íà íàóêà, ÿêà âèâ÷àº
âëàñòèâîñò³ âèïàäêîâèõ ïîä³é, âåëè÷èí, ñèñòåì, ôóíêö³é òà ïðî-
öåñ³â ³ çàêîíîì³ðíîñò³, ïðèòàìàíí³ öèì âèïàäêîâèì îá’ºêòàì. Ïî-
íÿòòÿ âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ ó òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé º ïåðâ³ñíèì.

Âçàãàë³, ïîä³¿ ïîä³ëÿþòüñÿ íà òðè âèäè: â³ðîã³äí³, íåìîæëèâ³,
âèïàäêîâ³. Â³ðîã³äíîþ (àáî äîñòîâ³ðíîþ) íàçèâàºòüñÿ ïîä³ÿ, ÿêà â
ðàç³ âèêîíàííÿ ïåâíîãî êîìïëåêñó óìîâ îáîâ’ÿçêîâî â³äáóäåòü-
ñÿ, à íåìîæëèâîþ – ïîä³ÿ, ÿêà çà âèêîíàííÿ ïåâíîãî êîìïëåêñó
óìîâ îáîâ’ÿçêîâî íå â³äáóäåòüñÿ.

², íàðåøò³, âèïàäêîâîþ íàçèâàºòüñÿ òàêà ïîä³ÿ, ÿêà çà âèêî-
íàííÿ ïåâíîãî êîìïëåêñó óìîâ ìîæå àáî â³äáóòèñÿ, àáî íå â³ä-
áóòèñÿ, ïðè÷îìó ê³íöåâèé ðåçóëüòàò – â³äáóäåòüñÿ öÿ ïîä³ÿ ÷è
í³ – íå º íàïåðåä â³äîìèì. Äî òîãî æ, ÿêùî â³äïîâ³äíèé êîì-
ïëåêñ óìîâ íå ì³íÿºòüñÿ òà â³äòâîðþºòüñÿ íåîäíîðàçîâî, êîæ-
íîãî ðàçó ê³íöåâèé ðåçóëüòàò – íàñòàíå öÿ ïîä³ÿ ÷è í³ – ìîæå
áóòè íåîäíàêîâèì òà º íåïåðåäáà÷óâàíèì íàïåðåä.

Íàïðèêëàä, ÿêùî âñ³ ïðàö³âíèêè áóõãàëòåð³¿ ìàþòü âèùó îñâ³òó,
òîä³ ïîä³ÿ "Íàâìàííÿ âèáðàíèé ïðàö³âíèê áóõãàëòåð³¿ îòðèìàâ
âèùó îñâ³òó" º äîñòîâ³ðíîþ, à ïîä³ÿ "Íàâìàííÿ âèáðàíèé ïðà-
ö³âíèê áóõãàëòåð³¿ íå ìàº âèùî¿ îñâ³òè" – íåìîæëèâîþ. Êîëè æ
ëèøå ÷àñòèíà ïðàö³âíèê³â ñòðàõîâî¿ êîìïàí³¿ ìàþòü âèùó åêî-
íîì³÷íó îñâ³òó, ïîä³ÿ "Íàâìàííÿ âèáðàíèé ïðàö³âíèê ñòðàõîâî¿
êîìïàí³¿ ìàº âèùó åêîíîì³÷íó îñâ³òó" º âèïàäêîâîþ.

²íøèé ïðèêëàä âèïàäêîâî¿ ïîä³¿. Ïðèïóñòèìî, ùî â ìàãàçèí
"Hotpoint Ariston" çàâåçëè äâ³ ïàðò³¿ ïðàëüíèõ ìàøèí – îäíó
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âèãîòîâèëè â Ðîñ³¿, ³íøó – â Òóðå÷÷èí³. Ïîä³ÿ, ùî ñåðåä 6 íà-
âìàííÿ âèáðàíèõ ïðàëüíèõ ìàøèí 2 âèãîòîâëåíî â Ðîñ³¿, à 4 –
â Òóðå÷÷èí³, º âèïàäêîâîþ.

Â ðåàëüíèõ çàäà÷àõ ç åêîíîì³êè òà ìåíåäæìåíòó ìàéáóòí³
ðèíêîâ³ ö³íè, âàëþòí³ êóðñè òà êóðñè àêö³é ñëóøíî ðîçãëÿäàòè
íå ÿê äåòåðì³íîâàí³, à ÿê âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè. Ïðèáóòîê ï³ä-
ïðèºìñòâà, âíóòð³øí³é âàëîâèé ïðîäóêò êðà¿íè, ê³ëüê³ñòü ðåíòà-
áåëüíèõ áàíê³âñüêèõ óñòàíîâ, êë³ìàòè÷í³ óìîâè ñ³ëüñüêîãîñïîäàð-
ñüêîãî âèðîáíèöòâà òàêîæ íåìîæëèâî òî÷íî âèçíà÷èòè íàïåðåä.
Ïåðåë³ê âèïàäêîâèõ ÷èííèê³â, ÿê³ ñë³ä áðàòè äî óâàãè ïðè ðîçâ’ÿ-
çóâàíí³ â³äïîâ³äíèõ çàäà÷, º íåñê³í÷åííèì. Îòæå, òåîð³ÿ éìîâ³ð-
íîñòåé º âàæëèâèì ³íñòðóìåíòîì íàëåæíîãî îá´ðóíòóâàííÿ åêî-
íîì³÷íèõ òà óïðàâë³íñüêèõ ð³øåíü.

Ó áàãàòüîõ ï³äðó÷íèêàõ ç òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâ³ ïîä³¿
÷àñòî ³ëþñòðóþòü íà ïðèêëàäàõ ïàä³ííÿ ìîíåòè (ÿêà ìîæå âïàñ-
òè äîãîðè àáî ãåðáîì, àáî öèôðîþ), êèäàííÿ ãðàëüíîãî êóáèêà
(ÿêèé ìîæå âïàñòè äîãîðè áóäü-ÿêîþ ç øåñòè öèôð) àáî ñõåìà-
ìè ç óðíàìè ("óðíà" – öå ñêðèíÿ, ó ÿê³é çì³øàí³ êóë³ ð³çíîãî
êîëüîðó òà ç ÿêî¿ íàâìàííÿ áåðóòüñÿ îäíà ÷è äåê³ëüêà êóëü).

1.2. Алгебра подій

Äîìîâèìîñÿ ïîä³¿ ïîçíà÷àòè âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ë³òåðàìè
( A , B , C ,…) òà, ó ðàç³ íåîáõ³äíîñò³, – ë³òåðàìè ç ³íäåêñàìè
( 2A , 5D  òîùî). Äëÿ â³ðîã³äíî¿ ïîä³¿ òàêîæ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïî-
çíà÷åííÿ Ω , à äëÿ íåìîæëèâî¿ – ïîçíà÷åííÿ ∅ .

Ïîä³ÿ A  íàçèâàºòüñÿ îêðåìèì âèïàäêîì ïîä³¿ B , à ïîä³ÿ B ,
ó ñâîþ ÷åðãó, íàçèâàºòüñÿ íàñë³äêîì ïîä³¿ A , ÿêùî êîæíîãî ðàçó,
êîëè â³äáóâàºòüñÿ ïîä³ÿ A , òàêîæ â³äáóâàºòüñÿ ³ ïîä³ÿ B . Öå
â³äíîøåííÿ ì³æ ïîä³ÿìè A  òà B  ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç A B⊂
àáî ÷åðåç B A⊃ . ßêùî, íàïðèêëàä, ïîä³ÿ "Ï³ä ÷àñ êèäàííÿ ãðà-
ëüíîãî êóáèêà âèïàëà ãðàíü ³ç ÷èñëîì 3" – öå A , à ïîä³ÿ "Ï³ä
÷àñ êèäàííÿ ãðàëüíîãî êóáèêà âèïàëà ãðàíü ³ç íåïàðíèì ÷èñëîì
î÷îê" – öå B , òîä³ ìîæíà çàïèñàòè, ùî A B⊂ .

Ââàæàºòüñÿ, ùî çàâæäè A∅ ⊂ ⊂ Ω .
Ïîä³¿ A  ³ B  íàçèâàþòüñÿ ð³âíîñèëüíèìè, ÿêùî îäíî÷àñíî ïî-

ä³ÿ A  º îêðåìèì âèïàäêîì ïîä³¿ B , à ïîä³ÿ B  º îêðåìèì âèïàä-
êîì ïîä³¿ A .
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Ð³âíîñèëüí³ñòü ïîä³é ïîçíà÷àòèìåìî çíàêîì " ∼ ": A B∼ .
Äâ³ àáî á³ëüøå ïîä³é íàçèâàþòüñÿ ñóì³ñíèìè, ÿêùî ïîÿâà îä-

í³º¿ ç ÿêèõ íå âèêëþ÷àº ìîæëèâîñò³ ïîÿâè é áóäü-ÿêî¿ ³íøî¿ ïî-
ä³¿. Íàâïàêè, íåñóì³ñíèìè º òàê³ ïîä³¿, êîëè ïîÿâà îäí³º¿ ç íèõ
âèêëþ÷àº ìîæëèâ³ñòü ïîÿâè äîâ³ëüíî¿ ³íøî¿ ç öèõ ïîä³é.

Ñóìîþ (àáî îá’ºäíàííÿì) äâîõ ïîä³é A  ³ B  íàçèâàºòüñÿ ïî-
ä³ÿ C A B= ∪ , ÿêà ïîëÿãàº â òîìó, ùî â³äáóäåòüñÿ ïðèíàéìí³
îäíà ç ïîä³é A  àáî B  (çâåðí³òü óâàãó, ùî íå âèêëþ÷àºòüñÿ ³
âèïàäîê, êîëè ïîä³¿ A  ³ B  â³äáóäóòüñÿ ðàçîì).

Äîáóòêîì (àáî ïåðåòèíîì) äâîõ ïîä³é A  ³ B  íàçèâàºòüñÿ ïî-
ä³ÿ C A B= ∩ , ÿêà ïîëÿãàº â òîìó, ùî îäíî÷àñíî â³äáóâàþòüñÿ
îáèäâ³ ïîä³¿ A  ³ B .

Î÷åâèäíî, ùî äîáóòîê íåñóì³ñíèõ ïîä³é º íåìîæëèâîþ ïî-
ä³ºþ, òîáòî äîð³âíþº ∅ .

Ä³àãðàìè Åéëåðà-Âåííà äîçâîëÿþòü óíàî÷íèòè ïîíÿòòÿ
îêðåìîãî âèïàäêó òà íàñë³äêó ïîä³é, à òàêîæ ä³¿ ùîäî îá’ºäíàí-
íÿ (äîäàâàííÿ) òà ïåðåòèíó (ìíîæåííÿ) äâîõ ïîä³é (ðèñ. 1.1).

Ïîä³ÿ À º îêðåìèì âèïàäêîì ïîä³¿ B
( A B⊂ ), à ïîä³ÿ B, ó ñâîþ ÷åðãó, º
íàñë³äêîì ïîä³¿ A  ( B A⊃ )

Ñóìà A B∪  ïîä³é
A  òà B

Äîáóòîê A B∩
ïîä³é A  òà B

Ðèñ. 1.1. Ä³àãðàìè
Åéëåðà-Âåííà
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Îïåðàö³¿ äîäàííÿ òà ìíîæåííÿ äâîõ ïîä³é ïîøèðþþòüñÿ íà
âèïàäîê áóäü-ÿêî¿ ñê³í÷åííî¿ àáî çë³÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ïîä³é. Çî-
êðåìà, ïîä³ÿ 1 2 mA A A∪ ∪ ∪…  â³äáóâàºòüñÿ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³,

êîëè â³äáóâàºòüñÿ ïðèíàéìí³ îäíà ç ïîä³é iA , {1, }i m∈ , à ïîä³ÿ

1 2 nB B B∩ ∩∩ …  â³äáóâàºòüñÿ òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè â³äáóâàºòü-

ñÿ êîæíà ç ïîä³é jB , 1,j n= .

Îòæå, ñóìîþ ê³ëüêîõ ïîä³é º ïîä³ÿ, ÿêà ïîëÿãàº ó ïîÿâ³ õî÷à á
îäí³º¿ ç öèõ ïîä³é, à äîáóòêîì ê³ëüêîõ ïîä³é – ïîä³ÿ, ùî ïîëÿãàº
â ñóì³ñí³é ïîÿâ³ âñ³õ öèõ ïîä³é.

Çà äîïîìîãîþ ä³àãðàì Åéëåðà-Âåííà ëåãêî ïåðåâ³ðèòè íà-
ñòóïí³ âëàñòèâîñò³ îïåðàö³é äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ïîä³é:

• àñîö³àòèâí³ñòü:

( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪ ,

( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩ ;

• êîìóòàòèâí³ñòü:

A B B A∪ = ∪ ,

A B B A∩ = ∩ ;

• äèñòðèáóòèâí³ñòü:

( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩ ,

( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪ .

Äâ³ ïîä³¿ A  ³ B  íàçèâàþòüñÿ ïðîòèëåæíèìè, ÿêùî ¿õí³é äî-
áóòîê º íåìîæëèâîþ ïîä³ºþ, à ñóìà – äîñòîâ³ðíîþ ïîä³ºþ.
Ñêàæ³ìî, ïðè îäíîêðàòíîìó ï³äêèäàíí³ ìîíåòè ïîä³¿ "Âèïàäàí-
íÿ ãåðáà" ³ "Âèïàäàííÿ öèôðè" º ïðîòèëåæíèìè.

Ïîä³ÿ B , ÿêùî âîíà º ïðîòèëåæíîþ äî ïîä³¿ A , çàçâè÷àé
ïîçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç A  (÷èòàºòüñÿ: "íå A "); â³äïîâ³äíî, ïîä³ÿ A ,
ÿêùî âîíà º ïðîòèëåæíîþ äî ïîä³¿ B , ïîçíà÷èòüñÿ ÷åðåç B .

Ç îçíà÷åííÿ ïðîòèëåæíîñò³ ïîä³é âèïëèâàº, ùî A A∩ = ∅  òà

A A = Ω∪ . Î÷åâèäíî, ùî A A= . Ââàæàºòüñÿ òàêîæ, ùî ∅ = Ω  ³

Ω = ∅ .
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Ä³àãðàìàìè Åéëåðà-Âåííà íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ ó íàñòóï-
íèõ âëàñòèâîñòÿõ ïðîòèëåæíèõ ïîä³é:

• ïðîòèëåæíîþ äî ñóìè äâîõ ïîä³é º äîáóòîê ïîä³é, ïðîòè-
ëåæíèõ äî ïîä³é-äîäàíê³â: A B A B∪ = ∩ ;

• ïðîòèëåæíîþ äî äîáóòêó äâîõ ïîä³é º ñóìà ïîä³é, ïðîòè-
ëåæíèõ äî ïîä³é-ìíîæíèê³â: A B A B∩ = ∪ ;

Äåê³ëüêà ïîä³é óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîä³é, ÿêùî âîíè ïî-
ïàðíî íåñóì³ñí³ òà ¿õ ñóìà º äîñòîâ³ðíîþ ïîä³ºþ. Íàïðèêëàä,
äâ³ ïðîòèëåæí³ ïîä³¿ A  òà A  ÿâëÿþòü ñîáîþ ïîâíó ãðóïó ïîä³é.
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, n ïîä³é 1A , 2A , …, nA  óòâîðþþòü ïîâíó

ãðóïó ïîä³é, ÿêùî 1 2 nA A A∪ ∪ ∪ = Ω…  òà i jA A∩ = ∅  äëÿ âñ³õ

, 1,i j n=  ïðè i j≠ .
Íàïðèêëàä, ïðè îäíîðàçîâîìó êèäàíí³ ãðàëüíîãî êóáèêà ïî-

ä³¿ "Âèïàäàííÿ ïàðíî¿ öèôðè", "Âèïàäàííÿ öèôðè 1" ³ "Âèïà-
äàííÿ öèôðè 3" íå óòâîðþþòü ïîâíî¿ ãðóïè, îñê³ëüêè ùå ìîæå
âèïàñòè öèôðà 5.

Ïîä³¿ íàçèâàþòü ð³âíîìîæëèâèìè, ÿêùî º ï³äñòàâè ââàæàòè,
ùî æîäíà ç öèõ ïîä³é íå º á³ëüø ìîæëèâîþ, í³æ ³íøà.

Íàïðèêëàä, ïðè îäíîðàçîâîìó ï³äêèäàíí³ ïðàâèëüíîãî ãðàëü-
íîãî êóáèêà ïîä³¿ "Âèïàëî ïàðíå ÷èñëî" òà "Âèïàëî íåïàðíå ÷è-
ñëî" º ð³âíîìîæëèâèìè. Ð³âíîìîæëèâèìè òàêîæ º ïîä³¿ "Âèïàëà
öèôðà 1", "Âèïàëà öèôðà 2", "Âèïàëà öèôðà 4" òà "Âèïàëà öèô-
ðà 6". Íàâïàêè, ïîä³¿ "Âèïàëà öèôðà 3" òà "Âèïàëî ïàðíå ÷èñëî"
íå º ð³âíîìîæëèâèìè.

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ð³âíîìîæëèâèìè º áóäü-ÿê³ ð³âíîñèëüí³
ì³æ ñîáîþ ïîä³¿.

1.3. Імовірність події

²ìîâ³ðí³ñòþ ïîä³¿ A  íàçèâàºòüñÿ ÷èñëî { }P A  /âîíî ìîæå ïî-

çíà÷àòèñÿ òàêîæ ÷åðåç ( )p A , Ap  àáî ïðîñòî ÷åðåç p /, ùî çíà-
õîäèòüñÿ â ìåæàõ â³ä 0 äî 1 òà º ê³ëüê³ñíîþ îö³íêîþ ìîæëèâîñò³
íàñòàííÿ ö³º¿ ïîä³¿. Òîáòî éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ º òèì âèùîþ, ÷èì
á³ëüøîþ º ìîæëèâ³ñòü ¿¿ íàñòàííÿ.

²ìîâ³ðí³ñòü íåìîæëèâî¿ ïîä³¿ ïîêëàäàþòü ð³âíîþ 0, ³ìîâ³ð-
í³ñòü äîñòîâ³ðíî¿ ïîä³¿ – ð³âíîþ 1. Îòæå, { } 0P ∅ =  òà { } 1P Ω = .
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Äàë³, çîêðåìà, ÿêùî A B⊂ , òîä³ { } { }P A P B≤ , à ÿêùî, ñêà-

æ³ìî, ~C D , òîä³ { } { }P C P D= .

Íàðåøò³, äëÿ äîâ³ëüíî¿ ïîä³¿ A  ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü:
0 { } 1P A≤ ≤ .

Êëàñè÷íå âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³. ßêùî ïîä³ÿ A  º ñóìîþ m
³íøèõ ïîä³é ç ïîâíî¿ ãðóïè n  ð³âíîìîæëèâèõ ïîä³é, òîä³

{ }
m

P A
n

= .

Íàïðèêëàä, ïðè îäíîðàçîâîìó ï³äêèäàíí³ ïðàâèëüíîãî ãðà-

ëüíîãî êóáèêà 
3

{ } 0,5
6

P Âèïàëà ïàðíà öèôðà = = .

Ïðè âèêîðèñòàíí³ êëàñè÷íîãî âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ ñëó-
øíî êîðèñòóâàòèñÿ, êîëè öå ìîæëèâî, êîìá³íàòîðíèìè ôîðìó-
ëàìè äëÿ îá÷èñëåííÿ ê³ëüêîñò³ ð³çíèõ âèä³â ñïîëóê. Íàãàäàºìî,
ùî ñïîëóêàìè íàçèâàþòüñÿ ãðóïè åëåìåíò³â, îá’ºäíàíèõ çà äå-
ÿêîþ îçíàêîþ. Ðîçð³çíÿþòü òàê³ ñïîëóêè: ïåðåñòàíîâêè, ñïîëó-
÷åííÿ òà ðîçì³ùåííÿ.

Êîìá³íàòîðí³ ôîðìóëè ´ðóíòóþòüñÿ íà òåîðåì³ ìíîæåííÿ:
ÿêùî â ïàð³ åëåìåíò³â ïåðøèé åëåìåíò ìîæíà îáðàòè m ð³çíèìè
ñïîñîáàìè, à äðóãèé åëåìåíò – n ð³çíèìè ñïîñîáàìè, òîä³ ê³ëü-
ê³ñòü ñïîñîá³â, ÿêèìè ìîæå áóòè îáðàíà öÿ ïàðà åëåìåíò³â, äî-
ð³âíþº m ⋅ n.

Ïåðåñòàíîâêè – öå ñïîëóêè, ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ ò³ëüêè ïîðÿäêîì
åëåìåíò³â; ê³ëüê³ñòü ïåðåñòàíîâîê ³ç n  ð³çíèõ åëåìåíò³â ïîçíà÷àºòü-
ñÿ ÷åðåç nP  ³ îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ: ! 1 2nP n n= = ⋅ ⋅ ⋅… ,
îñê³ëüêè ïåðøèé åëåìåíò ïåðåñòàíîâêè ³ç n  ð³çíèõ åëåìåíò³â
ìîæíà îáðàòè n  ñïîñîáàìè, äðóãèé – ( 1)n −  ñïîñîáàìè, ³ òàê
äàë³, íàðåøò³ îñòàíí³é åëåìåíò ïåðåñòàíîâêè áóäå îáðàíî ëèøå
îäíèì ñïîñîáîì.

ßêùî, íàïðèêëàä, íà øåñòè êàðòêàõ íàïèñàí³ áóêâè, â³äïîâ³-
äíî, Ò , Å , Î , Ð , ²  òà ß , òîä³ éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî ìàâïà,
ÿêà íå âì³º ÷èòàòè, ñêëàäå ç íèõ ñëîâî " "ÒÅÎÐ²ß , äîð³âíþº
÷èñëó, îáåðíåíîìó äî ê³ëüêîñò³ óñ³õ ìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê ç

øåñòè åëåìåíò³â, òîáòî ÷èñëó 
1 1

0,00139
6! 720

= ≈ .



Л Е К Ц І Я 1. Предмет теорії ймовірностей; основні поняття

14

Ñïîëó÷åííÿ – öå ñïîëóêè, êîæíà ç ÿêèõ ì³ñòèòü ïî k  åëå-
ìåíò³â, îáðàíèõ ç ìíîæèíè, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç n  åëåìåíò³â, ÿê³
â³äð³çíÿþòüñÿ ì³æ ñîáîþ ëèøå îáðàíèìè åëåìåíòàìè. Ê³ëüê³ñòü
òàêèõ ñïîëó÷åíü ïîçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç k

nC  òà îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ: 
!

! ( )!
k
n

n
C

k n k
=

−
.

Íàïðèêëàä, ê³ëüê³ñòü ñïîëó÷åíü ïî 2 åëåìåíòè ç ìíîæèíè,

ùî ì³ñòèòü 10 ð³çíèõ åëåìåíò³â, äîð³âíþº: 2
10

10 !
2 ! (10 2)!

C = =
−

9 10
45

1 2
⋅

= =
⋅

.

Íàðåøò³, ðîçì³ùåííÿ – öå òàê³ ñïîëóêè, êîæíà ç ÿêèõ ì³ñòèòü
ïî k  åëåìåíò³â, îáðàíèõ ç ìíîæèíè, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç n  åëåìåí-
ò³â; ïðè÷îìó ö³ ñïîëóêè â³äð³çíÿþòüñÿ ì³æ ñîáîþ àáî ñàìèìè
åëåìåíòàìè, àáî ¿õ ïîñë³äîâí³ñòþ. Ê³ëüê³ñòü ðîçì³ùåíü ïîçíà÷àºòüñÿ
ñèìâîëîì k

nA  òà îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ: k k
n n kA C P= =

!
( ) !

n
n k

=
−

.

Ñêàæ³ìî, ê³ëüê³ñòü ðîçì³ùåíü ïî 3 åëåìåíòè ç ìíîæèíè, ùî

ì³ñòèòü 5 ð³çíèõ åëåìåíò³â, äîð³âíþº: 3
5

5!
3 4 5 60

(5 3)!
A = = ⋅ ⋅ =

−
.

Ïðèêëàä. Ó â³ää³ë³ ç âðåãóëþâàííÿ ïðåòåíç³é ÑÊ "Ïðîì³íü"
ïðàöþº 9 îñ³á. Ç íèõ ÷îòèðè ñï³âðîá³òíèêè ìàþòü âèùó åêîíî-
ì³÷íó, à ï’ÿòü – âèùó þðèäè÷íó îñâ³òó. Íà çáîðè ïðåäñòàâíèê³â
òðóäîâîãî êîëåêòèâó ö³º¿ ñòðàõîâî¿ êîìïàí³¿ â³ä â³ää³ëó áóëî äå-
ëåãîâàíî ÷îòèðè îñîáè. ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî ó ñêëàä³ äå-
ëåãàö³¿ º îäèí åêîíîì³ñò ³ òðè þðèñòè?

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ îäíàêîâî éìîâ³ðíèõ ñïîñîá³â,
ÿêèìè ìîæíà ç äåâ’ÿòè îñ³á ñôîðìóâàòè äåëåãàö³þ ó ñêëàä³ ÷î-
òèðüîõ îñ³á, äîð³âíþº ÷èñëó ñïîëó÷åíü 4

9C . Ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ
ñïîñîá³â îáðàòè îäíîãî ç ÷îòèðüîõ åêîíîì³ñò³â äîð³âíþº ÷èñëó
ñïîëó÷åíü 1

4C , à ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ ñïîñîá³â îáðàòè òðüîõ ç ï'ÿòè

þðèñò³â – ÷èñëó 3
5C . Îòæå, ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ ñïîñîá³â ñôîðìóâà-

òè ç ïðàö³âíèê³â â³ää³ëó äåëåãàö³þ, ó ñêëàä³ ÿêî¿ îäèí åêîíîì³ñò
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³ òðè þðèñòè, äîð³âíþº äîáóòêó 1 3
4 5C C . Òàêèì ÷èíîì, éìîâ³ðí³ñòü

P  ïîä³¿, ùî ó ñêëàä³ íàøî¿ äåëåãàö³¿ º îäèí åêîíîì³ñò ³ òðè
þðèñòè, äîð³âíþº:

1 3
4 5

4
9

4 ! 5! 4 !(9 4)!
1!(4 1)! 3!(5 3)! 9!

C C
P

C
−

= = ⋅ ⋅ =
− −

4 5 1 2 3 4 5 20
4 0,317

1 2 5 6 7 8 9 63
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ = ≈
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

.

Ïðèêëàä ðîçâ’ÿçàíî.
Ãåîìåòðè÷íå âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³. Íåõàé Ω  – äåÿêà ãåî-

ìåòðè÷íà ìíîæèíà òî÷îê, S  – ¿¿ ï³äìíîæèíà, à ïîä³ÿ A  ïî-
ëÿãàº ó òîìó, ùî íàâìàííÿ âèáðàíà ç ìíîæèíè Ω  òî÷êà íàëåæà-
òèìå ìíîæèí³ S . Òîä³ éìîâ³ðí³ñòþ { }P A  ïîä³¿ A  º â³äíîøåííÿ

ì³ðè ìíîæèíè S  äî ì³ðè ìíîæèíè Ω . Ïðè öüîìó ì³ðà ìíîæè-
íè âèçíà÷àºòüñÿ ÿê äîâæèíà, ïëîùà àáî îá’ºì ãåîìåòðè÷íî¿
ô³ãóðè, ÿêîþ º öÿ ìíîæèíà, çàëåæíî â³ä òîãî, äå ñàìå âîíà ì³ñ-
òèòüñÿ – íà ïðÿì³é, íà ïëîùèí³ ÷è ó ïðîñòîð³.

ßêùî, íàïðèêëàä, äâ³ îñîáè äîìîâèëèñÿ çóñòð³òèñÿ á³ëÿ ãî-
ëîâïîøòàìòó ì³æ 13-þ òà 14-þ ãîäèíàìè äíÿ, ïðè÷îìó îñîáà,
ÿêà ç’ÿâèòüñÿ ïåðøîþ, ÷åêàòèìå íà äðóãó îñîáó íå á³ëüøå 20
õâèëèí (20 õâèëèí – öå 1/3 ãîäèíè), òîä³ éìîâ³ðí³ñòü P  ïîä³¿,
ùî ¿õ çóñòð³÷ òàêè â³äáóäåòüñÿ, äîð³âíþº â³äíîøåííþ ïëîù³
ãåîìåòðè÷íî¿ ô³ãóðè, ùî ëåæèòü ó ïëîùèí³ xOy  òà âèçíà÷åíà

óìîâàìè: 13 14x≤ ≤ , 13 14y≤ ≤ , 1
3x y− ≤ , äî ïëîù³ êâàäðà-

òà: 13 14x≤ ≤ , 13 14y≤ ≤ , äå ÷åðåç x  ³ y  ïîçíà÷åíî âèïàäêîâ³
ìîìåíòè ÷àñó ïðèõîäó äî ãîëîâïîøòàìòó êîæíî¿ ç îñ³á. Îòæå,

2
2

1 0,556
3

P  = − ≈ 
 

. Âîäíî÷àñ ñë³ä çàóâàæèòè, ùî öåé ðåçóëüòàò

º ïðàâèëüíèì çà óìîâ, ùî äëÿ êîæíî¿ îñîáè âñ³ ìîìåíòè ¿¿ ïðè-
õîäó íà ì³ñöå çóñòð³÷³ º âèïàäêîâèìè òà ð³âíîìîæëèâèìè.

Ñòàòèñòè÷íà éìîâ³ðí³ñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî îäèí ³ òîé ñàìèé
ïåâíèé êîìïëåêñ óìîâ, çà âèêîíàííÿì ÿêîãî ìîæå àáî â³äáóòè-
ñÿ, àáî íå â³äáóòèñÿ âèïàäêîâà ïîä³ÿ A , â³äòâîðþâàâñÿ n  ðàç,
ïðè÷îìó â³äîìî, ùî ïîä³ÿ A  â³äáóëàñÿ m  ðàç òà íå â³äáóëàñÿ
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( )n m−  ðàç. Òîä³ ñòàòèñòè÷íà éìîâ³ðí³ñòü { }P A  ïîä³¿ A  îá÷èñ-

ëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ: { }
m

P A
n

= .

Íàïðèêëàä, ÿêùî â ì³ñò³ çà ð³ê íàðîäèëîñÿ 1547 íåìîâëÿò, ç
ÿêèõ áóëè 781 ä³â÷èíêà òà 766 õëîï÷èê³â, òîä³ (ñòàòèñòè÷íà)
éìîâ³ðí³ñòü, ùî íîâîíàðîäæåíå íåìîâëÿ áóäå õëîï÷èêîì – P  –

äîð³âíþº: 
766

0,4952
1547

P = ≈ .

Ïîä³ÿ A íàçèâàºòüñÿ íåçàëåæíîþ â³ä ïîä³¿ B, ÿêùî ³ìîâ³ð-
í³ñòü ïîä³¿ A íå çàëåæèòü â³ä òîãî, â³äáóäåòüñÿ (àáî â³äáóëàñÿ) ÷è
íå â³äáóäåòüñÿ (àáî íå â³äáóëàñÿ) ïîä³ÿ B, òîáòî ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿
A íå çàëåæèòü â³ä ³ìîâ³ðíîñò³ ïîä³¿ B. Íàâïàêè, ÿêùî ³ìîâ³ð-
í³ñòü ïîä³¿ A çàëåæèòü â³ä ³ìîâ³ðíîñò³ ïîä³¿ B, ïîä³ÿ A íàçèâàºòü-
ñÿ çàëåæíîþ â³ä ïîä³¿ B.

1.4. Умовна ймовірність

Óìîâíîþ ³ìîâ³ðí³ñòþ ïîä³¿ A  â³äíîñíî ïîä³¿ B  íàçèâàºòüñÿ
³ìîâ³ðí³ñòü { }BP A  ïîä³¿ A , îá÷èñëåíà çà óìîâ, ùî ïîä³ÿ B  âæå
â³äáóëàñÿ.

ßêùî ïîä³ÿ A  íå çàëåæèòü â³ä ïîä³¿ B , òîä³ { } { }BP A P A= , ó

ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó – êîëè ïîä³ÿ A  çàëåæèòü â³ä ïîä³¿ B  –
ìàºìî íåð³âí³ñòü: { } { }BP A P A> .

Íàïðèêëàä, ÿêùî, ïðè îäíîðàçîâîìó êèäàíí³ ãðàëüíîãî êó-
áèêà ðîçãëÿíóòè ïîä³¿ À = {Âèïàëà öèôðà 3} ³ B = {Âèïàëà íåïàðíà

öèôðà}, òîä³ 
1

{ }
6

P A = , à 
1

{ }
3BP A = .

Çâåðí³òü óâàãó, ùî íåçàëåæí³ñòü ïîä³¿ A â³ä ïîä³¿ B îäíî÷àñíî
îçíà÷àº ³ íåçàëåæí³ñòü ïîä³¿ B  â³ä ïîä³¿ A , à ç íåçàëåæíîñò³ ì³æ
ñîáîþ ïîä³é A  òà B  âèïëèâàº ³ íåçàëåæí³ñòü ì³æ ñîáîþ ïîä³é
A  òà B , ïîä³é A  òà B , à òàêîæ ïîä³é A  òà B .

1.5. Поняття про аксіоматичне визначення ймовірності

Ñó÷àñíà òåîð³ÿ éìîâ³ðíîñòåé º ñôîðìîâàíîþ ìàòåìàòè÷íîþ
íàóêîþ òà ïîáóäîâàíà àêñ³îìàòè÷íî. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó óñ³õ
ìîæëèâèõ âçàºìîâèêëþ÷íèõ åëåìåíòàðíèõ (òàêèõ, ùî íå ìîæóòü
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áóòè ðîçêëàäåí³ íà ïðîñò³ø³) ïîä³é ÷åðåç Ω  òà íàçâåìî öþ
ìíîæèíó äîñòîâ³ðíîþ ïîä³ºþ. Ïîðÿä ç ìíîæèíîþ Ω  ðîçãëÿäà-
òèìåìî ³ ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅ , ÿêà â³äïîâ³äàº íåìîæëèâ³é ïîä³¿,

òà ââàæàòèìåìî, ùî ∅ = Ω . Îêðåì³ åëåìåíòè ìíîæèíè Ω  òà
òàê³ ¿¿ ï³äìíîæèíè, ùî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä Ω , ïîçíà÷àòèìåìî âå-
ëèêèìè ëàòèíñüêèìè ë³òåðàìè (áåç ³íäåêñ³â àáî ³íäåêñàìè) òà
ââàæàòèìåìî, ùî âîíè â³äïîâ³äàþòü ïåâíèì âèïàäêîâèì ïîä³-
ÿì. Íåñóì³ñíèìè ââàæàòèìåìî òàê³ äâ³ ïîä³¿, äîáóòîê ÿêèõ º
íåìîæëèâîþ ïîä³ºþ, à ïðîòèëåæíèìè – òàê³ äâ³ íåñóì³ñí³ ïî-
ä³¿, ñóìà ÿêèõ º äîñòîâ³ðíîþ ïîä³ºþ.

Ïîáóäóºìî, âèõîäÿ÷è ç ìíîæèíè Ω  òà ïåâíèõ, íå îáîâ’ÿç-
êîâî óñ³õ, ¿¿ ï³äìíîæèí, òàêó ìíîæèíó ïîä³é ℑ  (òàê çâàíó σ-àë-

ãåáðó), äëÿ ÿêî¿ Ω∈ ℑ ; A ∈ ℑ , ÿêùî A ∈ ℑ ; à òàêîæ A B∪ ∈ ℑ ,

ÿêùî A ∈ ℑ  ³ B ∈ ℑ . Òîä³ ∅∈ ℑ  (òîìó ùî ∅ = Ω ) ³ A B∩ ∈ ℑ

(òîìó ùî A B A B∩ = ∩ , à A B A B∩ = ∪ ).
Íàãàäàºìî, ùî îïåðàö³¿ äîäàâàííÿ (∪ ) òà ìíîæåííÿ (∩ ) ïîä³é

º àñîö³àòèâíèìè, êîìóòàòèâíèìè òà äèñòðèáóòèâíèìè é ïîøè-
ðþþòüñÿ íà äîâ³ëüíó ñê³í÷åííó àáî çë³÷åííó ê³ëüê³ñòü àðãóìåí-
ò³â, à ðåçóëüòàòè òàêèõ îïåðàö³é òåæ º ïîä³ÿìè, ùî ì³ñòÿòüñÿ â
ìíîæèí³ ℑ .

Çà àêñ³îìàòè÷íèì âèçíà÷åííÿì, éìîâ³ðí³ñòþ íàçèâàºòüñÿ òàêà
÷èñëîâà ôóíêö³ÿ { }P ⋅ , âèçíà÷åíà íà ìíîæèí³ ℑ , ÿêà çàäîâîëüíÿº
íàñòóïí³ âëàñòèâîñò³ (àêñ³îìè):

à_1) éìîâ³ðí³ñòü äîâ³ëüíî¿ ïîä³¿ íåâ³ä’ºìíà: { } 0A P A∈ ℑ⇒ ≥ ;

à_2) éìîâ³ðí³ñòü äîñòîâ³ðíî¿ ïîä³¿ äîð³âíþº 1: { } 1P Ω = ;
à_3) éìîâ³ðí³ñòü ñóìè äâîõ íåñóì³ñíèõ ïîä³é äîð³âíþº ñóì³

éìîâ³ðíîñòåé öèõ ïîä³é: { } { } { }A B P A B P A P B∩ = ∅ ⇒ ∪ = + ;
ïðè÷îìó öÿ âëàñòèâ³ñòü ïîøèðþºòüñÿ ³ íà ñóìó äîâ³ëüíî¿ ñê³í-
÷åííî¿ àáî çë³÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ïîïàðíî íåñóì³ñíèõ ïîä³é.

Ç öèõ àêñ³îì âèïëèâàþòü, çîêðåìà, îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ éìîâ³ð-
íîñò³:

1) { } 0P ∅ = ;

2) { } 1 { }P A P A= −  (íàãàäàºìî, ùî ÷åðåç A  ïîçíà÷åíî ïî-

ä³þ, ïðîòèëåæíó äî A );
3) { } { }A B P A P B⊂ ⇒ ≤ ;
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4) 0 { } 1P A≤ ≤ ;

5) { } { } { } { }P A B P A P B P A B∪ = + − ∩ ;

6) ÿêùî 1 2 nA A A⊃ ⊃ ⊃ ⊃… …  òà 
1

j
j

A
∞

=
∩ =∅ , òîä³ lim { } 0jj

P A
→∞

= .

Ñêàæ³ìî, ï’ÿòà âëàñòèâ³ñòü º íàñë³äêîì àêñ³îìè à_3, ÿêùî
áðàòè äî óâàãè âëàñòèâîñò³ ä³é íàä ïîä³ÿìè. Ä³éñíî, ïîäàìî ïîä³þ
A  ÿê ñóìó äâîõ íåñóì³ñíèõ ïîä³é A B∩  òà A B∩ , ïîä³þ B  –
ÿê ñóìó äâîõ íåñóì³ñíèõ ïîä³é A B∩  òà A B∩ , à ïîä³þ A B∪  –
ÿê ñóìó òðüîõ ïîïàðíî íåñóì³ñíèõ ïîä³é A B∩ , A B∩  òà
A B∩ :

( ) ( )A A B A B= ∩ ∪ ∩ ,

( ) ( )B A B A B= ∩ ∪ ∩ ,

( ) ( ) ( )A B A B A B A B∪ = ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ .

Òîä³, âðàõîâóþ÷è ó êîæí³é ç íàâåäåíèõ ñóì ïîïàðíó íåñóì³-
ñí³ñòü ïîä³é-äîäàíê³â, ìàòèìåìî íàñòóïí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ
éìîâ³ðíîñòÿìè â³äïîâ³äíèõ ïîä³é:

{ } { } { )P A P A B P A B= ∩ + ∩ ,

{ } { } { }P B P A B P A B= ∩ + ∩ ,

{ } { } { } { }P A B P A B P A B P A B∪ = ∩ + ∩ + ∩ .

Îòæå,

{ } [ { } { }] [ { } { }] { }P A B P A P A B P B P A B P A B∪ = − ∩ + − ∩ + ∩ =

{ } { } { },P A P B P A B= + − ∩

ùî ³ òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ùîäî óìîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ïîä³¿ A  â³äíîñíî ïîä³¿ B  –

{ }BP A , òî â àêñ³îìàòè÷í³é òåîð³¿ âîíà âèçíà÷àºòüñÿ ÿê â³äíî-

øåííÿ éìîâ³ðíîñò³ äîáóòêó A B∩  öèõ ïîä³é äî éìîâ³ðíîñò³ ïî-
ä³¿ B  çà óìîâ, ùî éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ B  â³äì³ííà â³ä íóëÿ:

{ }
{ }

{ }B

P A B
P A

P B
=

∩
, ÿêùî { } 0P B ≠ .
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Êîëè ïîä³ÿ A  íå çàëåæèòü â³ä ïîä³¿ B , òîä³ { } { }BP A P A= ,

òîáòî äëÿ íåçàëåæíèõ ì³æ ñîáîþ ïîä³é ìàºìî ð³âí³ñòü: { }P A B =∩
{ } { }P A P B= ⋅ .
Íàñàìê³íåöü çàçíà÷èìî, ùî êëàñè÷íå, ãåîìåòðè÷íå òà ñòàòè-

ñòè÷íå âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ ïîâí³ñòþ â³äïîâ³äàþòü âèçíà-
÷åííþ ³ìîâ³ðíîñò³ â àêñ³îìàòè÷íèé ñïîñ³á. Àëå àêñ³îìàòè÷íå
âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ íå ìàº ³íñòðóìåíò³â îá÷èñëåííÿ êîíê-
ðåòíèõ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâèõ ïîä³é. Òîìó
ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâ³ðíîñ-
òåé âèêîðèñòîâóþòü, çàëåæíî â³ä êîíòåêñòó, êëàñè÷íå, ãåîìåò-
ðè÷íå àáî ñòàòèñòè÷íå âèçíà÷åííÿ.

1.6. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

1.6.1. Çà ï³äñóìêàìè ðîêó êðàùîãî ðîá³òíèêà ï³äïðèºìñòâà
íàãîðîäæóþòü ãðàìîòîþ (ïîä³ÿ A), ãðîøîâîþ ïðåì³ºþ (ïîä³ÿ B),
ö³ííèì ïîäàðóíêîì (ïîä³ÿ C). Îõàðàêòåðèçóâàòè òàê³ ïîä³¿: A B∪ ,
A C∩ , A B C∩ ∩ .

1.6.2. Çàäàíî ìíîæèíó ÷èñåë {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12},
ç ÿêî¿ íàâìàííÿ âèáèðàþòü îäíå ÷èñëî. Ïîä³ÿ A  ïîëÿãàº â òî-
ìó, ùî âèáðàíå ÷èñëî ä³ëèòüñÿ íà 5, ïîä³ÿ B  – ùî âèáðàíå ÷è-
ñëî º ïàðíèì. Îïèñàòè ÿâíî ïîä³¿ A , B , A , B , A B∪ , A B∩ ,

A B∪ , A B∩ , A B∪ , A B∩ , A B∪ , A B∩ , A B∪ , A B∩ ,

A B∪  òà îá÷èñëèòè ³ìîâ³ðíîñò³ öèõ ïîä³é.
1.6.3. Íà êàôåäð³ åêîíîì³êî-ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â ôàõ³âöÿìè ç

òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé º 5 âèêëàäà÷³â. Äî åêçàìåíàö³éíî¿ êîì³ñ³¿
óâ³éäóòü òðè ç íèõ. Ñê³ëüêè ³ñíóº ð³çíèõ âàð³àíò³â ôîðìóâàííÿ
åêçàìåíàö³éíî¿ êîì³ñ³¿?

1.6.4. Â óðí³ ì³ñòèòüñÿ 10 êóëü, ñåðåä íèõ 6 á³ëèõ òà 4 ÷îðíèõ. Ç
íå¿ íàâìàííÿ âèáðàíî 5 êóëü. Îá÷èñëèòè éìîâ³ðíîñò³ òàêèõ ïîä³é:

• " "A Óñ³ âèáðàí³ êóë³ º á³ëèìè= ,

• " "B Õî÷à á äâ³ ç óçÿòèõ êóëü º ÷îðíèìè= .

1.6.5. ×îòèðè ñï³âðîá³òíèêè ïîâèíí³ íàïèñàòè çâ³ò ç 17 ðîç-
ä³ë³â. Ïåðøèé òà äðóãèé ñï³âðîá³òíèêè ìàþòü íàïèñàòè ïî 5 ðîç-



Л Е К Ц І Я 1. Предмет теорії ймовірностей; основні поняття

ä³ë³â, òðåò³é – 4, ÷åòâåðòèé – 3 ðîçä³ëè. Ñê³ëüêîìà ð³çíèìè
ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçïîä³ëèòè ðîçä³ëè çâ³òó ì³æ ñï³âðîá³òíèêàìè?

1.6.6. Ó ê³îñêó º äåñÿòü ð³çíèõ â³òàëüíèõ ëèñò³âîê, ïðè÷îìó
ï’ÿòü ëèñò³âîê êîøòóþòü ïî 4 ãðí., òðè ëèñò³âêè – ïî 1 ãðí., äâ³
ëèñò³âêè – ïî 3 ãðí. Ëèñò³âêè ïåðåì³øàí³. ßêà ³ìîâ³ðí³ñòü ïî-
ä³¿, ùî âçÿò³ íàâìàííÿ äâ³ ëèñò³âêè êîøòóâàòèìóòü 5 ãðí.?

1.6.7. Íà îäíàêîâèõ øåñòè êàðòêàõ íàïèñàí³ ë³òåðè Í, Î, Ã,
Ê, È, À. Óñ³ êàðòêè ïåðåì³øàëè, à ïîò³ì íàâìàííÿ âçÿëè ï'ÿòü ç
íèõ ³ ðîçêëàëè â ðÿä. ßêà ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî óòâîðèòüñÿ ñëîâî
"ÊÍÈÃÀ"?

1.6.8. Â ë³ôò³ 5 ïàñàæèð³â. Ë³ôò çóïèíÿºòüñÿ íà 15 ïîâåðõàõ.
ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî æîäí³ äâà ïàñàæèðè íå âèéäóòü íà
îäíîìó é òîìó ñàìîìó ïîâåðñ³?

1.6.9. Â êîëî âïèñàíèé ïðÿìîêóòíèê ç â³äíîøåííÿì ñòîð³í 3:4.
Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî íàâìàííÿ êèíóòà â êîëî òî÷êà ïî-
ïàäå â ïëîùó ïðÿìîêóòíèêà.

1.6.10. Ìåíåäæåð ç ðåêëàìè íàáèðàº òåëåôîííèé íîìåð, àëå
çàáóâ 3 îñòàíí³ öèôðè. Â³í ïàì'ÿòàº, ùî âîíè ð³çí³, òà íàáèðàº
¿õ íàâìàííÿ. ßêà ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî íàáðàíèé íîìåð âèÿâèòü-
ñÿ ïðàâèëüíèì?
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2.1. Теорема про додавання ймовірностей

Éìîâ³ðí³ñòü ñóìè äâîõ ïîä³é äîð³âíþº ñóì³ éìîâ³ðíîñòåé öèõ
ïîä³é ì³íóñ éìîâ³ðí³ñòü äîáóòêó öèõ ïîä³é:

{ } { } { } { }P A B P A P B P A B∪ = + − ∩ .

Öþ òåîðåìó, ôàêòè÷íî, áóëî âæå äîâåäåíî, êîëè ìè çíàéîìè-
ëèñÿ ç àêñ³îìàòè÷íèì âèçíà÷åííÿì ³ìîâ³ðíîñò³. Çàðàç ïðî³ëþñò-
ðóºìî ñïðàâåäëèâ³ñòü òåîðåìè íà îñíîâ³ ñòàòèñòè÷íîãî âèçíà-
÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³.

Ïðèïóñòèìî, ùî îäèí ³ òîé ñàìèé êîìïëåêñ óìîâ â³äòâîðþ-
âàâñÿ n  ðàç, ïðè÷îìó ïîä³ÿ A  â³äáóëàñÿ An  ðàç, ïîä³ÿ B  – Bn

ðàç, ó òîìó ÷èñë³ îäíî÷àñíî â³äáóëèñÿ ïîä³¿ A  òà B  A Bn ∩  ðàç³â.

Î÷åâèäíî, ùî 0 A B An n n∩≤ ≤ ≤ , 0 A B Bn n n∩≤ ≤ ≤ .

Ùîäî ê³ëüêîñò³ A Bn ∪  âèïàäê³â, êîëè â³äáóëàñÿ ïðèíàéìí³ îäíà

ç ïîä³é A  àáî B , òî âîíà äîð³âíþº: A B A B A Bn n n n∪ ∩= + −  (âåëè-

÷èíó A Bn ∩  â³äí³ìàºìî â³ä ñóìè A Bn n+ , îñê³ëüêè â ö³é ñóì³ A Bn ∩

çóñòð³÷àºòüñÿ äâ³÷³).
Îòæå,

{ } A B A B A B A B A Bn n n n n n n
P A B

n n n n n
∪ ∩ ∩+ −

∪ = = = + − =

{ } { } { }P A P B P A B= + − ∩ .

Òåîðåìó ïðî äîäàâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé äîâåäåíî.
Ç òåîðåìè ïðî äîäàâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé âèïëèâàþòü ³ òàê³

íàñë³äêè.
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Íàñë³äîê 1. Éìîâ³ðí³ñòü ñóìè äâîõ íåñóì³ñíèõ ïîä³é äîð³âíþº
ñóì³ éìîâ³ðíîñòåé öèõ ïîä³é:

ÿêùî A B∩ = ∅ , òîä³ { } { } { }P A B P A P B∪ = + .

Ïðèì³òêà. ßêùî êîðèñòóâàòèñÿ ñòàòèñòè÷íèì âèçíà÷åííÿì
³ìîâ³ðíîñò³, ïîòð³áíî âçÿòè äî óâàãè, ùî íåñóì³ñí³ ïîä³¿ îäíî÷à-
ñíî â³äáóòèñÿ íå ìîæóòü, òîáòî 0A Bn ∩ = .

Íàñë³äîê 2. ²ìîâ³ðí³ñòü ñóìè äîâ³ëüíî¿ ñê³í÷åííî¿ àáî çë³-
÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ïîïàðíî íåñóì³ñíèõ ïîä³é äîð³âíþº ñóì³ éìî-
â³ðíîñòåé öèõ ïîä³é:

ÿêùî i jB B∩ = ∅  äëÿ âñ³õ , 1,i j n= , i j≠ ,

òîä³ 
11

{ } { }
n n

j j
jj

P B P B
==

= ∑∪ .

Ïðèì³òêà. Â àêñ³îìàòè÷í³é òåîð³¿ íàñë³äêè 1 ³ 2 ðîçãëÿäà-
þòüñÿ ÿê àêñ³îìè, à òåîðåìà äîäàâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé – ÿê íà-
ñë³äîê â³äïîâ³äíèõ àêñ³îì. Âîäíî÷àñ óçãîäæåí³ñòü ì³æ ñîáîþ
êëàñè÷íîãî, ãåîìåòðè÷íîãî, ñòàòèñòè÷íîãî òà àêñ³îìàòè÷íîãî
âèçíà÷åíü äîçâîëÿþòü ùîðàçó ïðè îïðàöþâàíí³ âëàñòèâîñòåé
³ìîâ³ðíîñòåé çâåðòàòèñÿ äî òàêîãî ç âèçíà÷åíü, ÿêå º á³ëüø íà-
î÷íèì ³ çðó÷íèì ó âèêîðèñòàíí³.

Íàñë³äîê 3. ßêùî n  ïîä³é 1A , 2A , …, nA  óòâîðþþòü ïîâíó
ãðóïó ïîä³é, òîä³ ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³:

1 2 1 2{ } { } { } { } 1n nP A A A P A P A P A∪ ∪ ∪ = + + + =… … .

Íàñë³äîê 4. ²ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ A  îá÷èñëþºòüñÿ ÷åðåç â³äîìó
éìîâ³ðí³ñòü ïðîòèëåæíî¿ äî íå¿ ïîä³¿ A  çà ôîðìóëîþ:

{ } 1 { }P A P A= − .

ßêùî íàïðèêëàä, â óðí³ ëåæèòü òðè æîâò³ òà ï’ÿòü ñèí³õ
êóëüîê, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ A , ùî ñåðåä íàâìàííÿ âèáðàíèõ ç óð-
íè ÷îòèðüîõ êóëüîê º õî÷à á îäíà æîâòà, ìîæíà îá÷èñëèòè ÷åðåç
³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ A , ÿêà ïîëÿãàº â òîìó, ùî ñåðåä öèõ âèáðàíèõ
÷îòèðüîõ êóëüîê âñ³ êóëüêè ñèí³.
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Îòæå,
4
5
4
8

5! 4 ! (8 4)! 5 1 2 3 4 1
{ } 0,071

4 ! (5 4)! 8! 5 6 7 8 14
C

P A
C

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅ = = ≈

− ⋅ ⋅ ⋅
,

òîìó { } 1 0,071 0,929P A = − = .

2.2. Теорема про добуток ймовірностей

Éìîâ³ðí³ñòü äîáóòêó äâîõ ïîä³é äîð³âíþº äîáóòêó éìîâ³ðíî-
ñò³ îäí³º¿ ç öèõ ïîä³é íà óìîâíó éìîâ³ðí³ñòü äðóãî¿ ïîä³¿, îá÷èñ-
ëåíó ó ïðèïóùåíí³, ùî â³äáóëàñÿ ïåðøà ïîä³ÿ:

{ } { } { } { } { }A BP A B P A P B P B P A= ⋅ = ⋅∩

Íàñë³äîê 1. Óìîâíó éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ A  – { }BP A  – ìîæíà

îá÷èñëèòè ÿê ÷àñòêó â³ä ä³ëåííÿ éìîâ³ðíîñò³ äîáóòêó ïîä³é A  ³
B  íà ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ B :

{ }
{ }

{ }B

P A B
P A

P B
=

∩
;

àíàëîã³÷íî, óìîâíó éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ B — { }AP B  – ìîæíà îá-

÷èñëèòè ÿê ÷àñòêó â³ä ä³ëåííÿ éìîâ³ðíîñò³ äîáóòêó ïîä³é A  ³ B
íà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ A :

{ }
{ }

{ }A

P A B
P B

P A
=

∩
.

Íàñë³äîê 2. ßêùî ïîä³ÿ A º íåçàëåæíîþ â³ä ïîä³¿ B, òîáòî
{ } { }BP A P A= , òîä³ ïîä³ÿ B, ó ñâîþ ÷åðãó, º íåçàëåæíîþ â³ä ïîä³¿ A,

îñê³ëüêè { } { }AP B P B= ; îòæå, ïðî ïîä³¿ A  ³ B  ìîæíà ãîâîðèòè
òàêîæ, ùî âîíè º íåçàëåæíèìè.

Íàñë³äîê 3. Éìîâ³ðí³ñòü äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ ïîä³é äî-
ð³âíþº äîáóòêó éìîâ³ðíîñòåé öèõ ïîä³é:

ÿêùî ïîä³¿ A  ³ B  º íåçàëåæíèìè,
òîä³ { } { } { }P A B P A P B= ⋅∩ .

Ïðèêëàä. Îñîáà â³äêðèëà äåïîçèòíèé ðàõóíîê ó â³ò÷èçíÿíîìó
áàíêó íà ñóìó 100 òèñ. ãðí. ï³ä 15 % ð³÷íèõ, à òàêîæ ³íâåñòóâàëà
200 òèñ. ãðí. â çàêîðäîííèé ³ííîâàö³éíèé ïðîåêò ç î÷³êóâàíîþ
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÷åðåç ð³ê ïðèáóòêîâ³ñòþ 25 %. ²ìîâ³ðí³ñòü áàíêðóòñòâà áàíêó
îö³íþºòüñÿ ÿê 0,01, à ³ìîâ³ðí³ñòü, ùî ³ííîâàö³éíèé ïðîåêò áóäå
óñï³øíî ðåàë³çîâàíî, îö³íþºòüñÿ ÿê 0,9. ßêà éìîâ³ðí³ñòü, ùî
êàï³òàë îñîáè ÷åðåç ð³ê ñòàíîâèòèìå 365 òèñ. ãðí., ÿêùî ïîä³¿
áàíêðóòñòâà â³ò÷èçíÿíîãî áàíêó òà ïðîâàëó çàêîðäîííîãî ³ííî-
âàö³éíîãî ïðîåêòó º íåçàëåæíèìè?

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A  ïîä³þ, ùî áàíê âèÿâèòüñÿ
ô³íàíñîâî ñò³éêèì, òîáòî ùî ÷åðåç ð³ê îñîáà çìîæå îòðèìàòè
äåïîçèò (100 òèñ. ãðí.) ïëþñ â³äñîòêè (15 òèñ. ãðí.), à ÷åðåç B ïîçíà-
÷èìî ïîä³þ, ùî çàêîðäîííèé ³ííîâàö³éíèé ïðîåêò áóäå óñï³øíî
ðåàë³çîâàíèì ³ äîõ³ä îñîáè çà íèì ñêëàäå 250 òèñ. ãðí. Îòæå,
ïîä³ÿ, ùî êàï³òàë îñîáè ÷åðåç ð³ê ñòàíîâèòèìå 365 òèñ. ãðí., º
äîáóòêîì A B∩ . Ïîä³¿ A  ³ B  ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, òîìó
íåçàëåæíèìè ìîæíà ââàæàòè ³ ïîä³¿ A  òà B . Îòæå,

{ } { } { } (1 { }) { }) (1 0,01) 0,9 0,891P A B P A P B P A P B= ⋅ = − ⋅ = − ⋅ =∩ .

Ïðèêëàä ðîçâ’ÿçàíî.

2.3. Формула повної імовірності

Íåõàé º ïîâíà ãðóïà ïîä³é 1H , 2H , …, nH , ³ìîâ³ðíîñò³ ÿêèõ

äîð³âíþþòü 1{ }P H , 2{ }P H , …, { }nP H , òà ïîä³ÿ A , ùîäî ÿêî¿

â³äîì³ âñ³ óìîâí³ éìîâ³ðíîñò³ { }
jHP A  â³äíîñíî êîæíî¿ ç ã³ïîòåç

jH , 1,j n= . Òîä³ éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ A  ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîð-

ìóëîþ:

1

{ } { } { }
j

n

j H
j

P A P H P A
=

= ∑ .

Äîâåäåííÿ. Îñê³ëüêè 
1

n

j
j

H
=

= Ω∪ , ïîä³þ A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³:

1 1

( )
n n

j j
j j

A A A H A H
= =

 
= ∩ Ω = = 

 
∩ ∩∪ ∪ .

Ïîä³¿ 1H , 2H , …, nH  ïîïàðíî íåñóì³ñí³, òîìó ïîïàðíî íå-

ñóì³ñíèìè º òàêîæ ïîä³¿ 1A H∩ , 2A H∩ , …, nA H∩ . Çà òåîðå-
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ìàìè ïðî äîäàâàííÿ òà ïðî äîáóòîê éìîâ³ðíîñòåé îñòàòî÷íî
îòðèìàºìî:

1 11

{ } ( ) { } { } { }
j

n n n

j j j H
j jj

P A P A H P A H P H P A
= ==

 
= = = 

 
∑ ∑∩ ∩∪ .

Ôîðìóëó ïîâíî¿ ³ìîâ³ðíîñò³ äîâåäåíî.
Ïîä³¿ 1H , 2H , …, nH  â ôîðìóë³ ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ïîä³¿ A

íàçèâàþòüñÿ ã³ïîòåçàìè. Îòæå, (ïîâíà) éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ A  º
ñóìîþ äîáóòê³â ³ìîâ³ðíîñòåé êîæíî¿ ç ã³ïîòåç íà óìîâí³ éìîâ³ð-
íîñò³ ïîä³¿ A  çà êîæíîþ ç â³äïîâ³äíèõ ã³ïîòåç.

Ïðèêëàä. Çàäà÷à ïðî ³íâåñòóâàííÿ (³íøà íàçâà – çàäà÷à ïðî
áàíêðóòñòâî). Îñîáà, ÿêà ìàº ïî÷àòêîâèé êàï³òàë ó ñóì³ 1000
ãðîøîâèõ îäèíèöü, ùîäíÿ âêëàäàº âåñü íàÿâíèé êàï³òàë ó ìèò-
òºâèé ðèçèêîâèé ïðîåêò, ùî ìîæå àáî ç ³ìîâ³ðí³ñòþ ½ çá³ëüøè-
òè âêëàäåíèé êàï³òàë íà 1 ãðîøîâó îäèíèöþ, àáî, òåæ ç ³ìîâ³ð-
í³ñòþ ½, çìåíøèòè âêëàäåíèé êàï³òàë íà 1 ãðîøîâó îäèíèöþ.
Îá÷èñëèòè éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî çä³éñíþþ÷è òàêå ³íâåñòóâàííÿ
äóæå âåëèêó ê³ëüê³ñòü ðàç³â, îñîáà âðåøò³ ðåøò çáàíêðóòóº, ÿêùî
â³äîìî, ùî âîíà ïðèïèíèòü ³íâåñòóâàííÿ ³ ó âèïàäêó, êîëè ¿¿
êàï³òàë çá³ëüøèòüñÿ äî 3000 ãðîøîâèõ îäèíèöü.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n  ðîçì³ð ïîòî÷íîãî êàï³òàëó
îñîáè ( 0, 1, 2,n = … ), à ÷åðåç nA  – ïîä³þ, ùî âîíà, ìàþ÷è êà-
ï³òàë ó ñóì³ n  ãðîøîâèõ îäèíèöü, óñï³øíî çàê³í÷èòü ïðîöåñ ³í-
âåñòóâàííÿ, çá³ëüøèâøè ñâ³é êàï³òàë äî 3000 ãðîøîâèõ îäèíèöü.
×åðåç np  ïîçíà÷èìî éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ nA : { }n np P A= .

Çà óìîâàìè çàäà÷³, 0 0{ } 0p P A= =  – âòðàòà êàï³òàëó íå äî-

çâîëÿº ïðîäîâæóâàòè ïðîöåñ ³íâåñòóâàííÿ, à 3000 3000{ } 1p P A= =  –
îñîáà çá³ëüøèëà âëàñíèé êàï³òàë äî 3000 ãðîøîâèõ îäèíèöü òà
ïðèïèíèëà ïîäàëüøå ³íâåñòóâàííÿ.

Ïîä³ÿ, ùî îñîáà ïî÷èíàº ç êàï³òàëó ó ðîçì³ð³ 1000 ãðîøîâèõ
îäèíèöü òà çáàíêðóòóº – öå ïîä³ÿ, ïðîòèëåæíà äî ïîä³¿ 1000A .

Îòæå, ïîòð³áíî çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü 1000{ }P A .

Âðàõóºìî, ùî 1000 1000{ } 1 { }P A P A= − , òà îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó,

êåðóþ÷èñü ôîðìóëîþ ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³, éìîâ³ðí³ñòü 1000p =

1000{ }P A= , âèõîäÿ÷è ç òàêèõ ñï³ââ³äíîøåíü:
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• ïðè 1n = : 1 2

1
2

p p= , îñê³ëüêè íàÿâíèé êàï³òàë ó ðîçì³ð³

îäí³º¿ ãðîøîâî¿ îäèíèö³ ç éìîâ³ðíîñòÿìè ïî ½ îñîáà ìîæå àáî
âòðàòèòè, àáî çá³ëüøèòè äî äâîõ ãðîøîâèõ îäèíèöü; îòæå,

2 12p p= ;

• ïðè 2 2999n≤ ≤ : 1 1

1 1
2 2n n np p p− += + , îñê³ëüêè ³íâåñòóþ÷è n

ãðîøîâèõ îäèíèöü îñîáà ç éìîâ³ðíîñòÿìè ïî ½ ìàòèìå êàï³òàë
ó ðîçì³ð³ àáî 1n − , àáî 1n +  ãðîøîâèõ îäèíèöü; òîáòî ìàºìî ³
òàêó ð³âí³ñòü: 1 12n n np p p+ −= − .

Îòæå,

10 1p≤ ≤ , 2 12p p= ,

3 2 1 1 1 12 4 3p p p p p p= − = − = ,

4 3 2 1 1 12 6 2 4p p p p p p= − = − = , ³ òàê äàë³.

Óçàãàëüíèòè ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà ôîðìóëîþ: 1np n p= ,

ÿêà ÷èííà äëÿ âñ³õ 1n ≥ .

Òîìó ç ð³âíÿííÿ 3000 13000 1p p≡ =  ñïî÷àòêó çíàéäåìî 1

1
3000

p = ,

ï³ñëÿ ÷îãî îá÷èñëèìî 1000 1

1 1
1000 1000

3000 3
p p≡ = ⋅ =  òà 1000{ }P A ≡

1000

2
1

3
p≡ − = .

Çàäà÷ó ïðî ³íâåñòóâàííÿ ðîçâ’ÿçàíî.

2.4. Формули Байєса

Ç’ÿñóºìî òåïåð, ÿê îá÷èñëèòè éìîâ³ðíîñò³ êîæíî¿ ç ã³ïîòåç
{ }A jP H , 1,j n= , ÿêùî ñòàëî â³äîìî, ùî ïîä³ÿ A  â³äáóëàñÿ.

Ç òåîðåìè ïðî äîáóòîê éìîâ³ðíîñòåé âèïëèâàº, ùî:

{ } { } { } { } { }
jj A j j HP A H P A P H P H P A= ⋅ = ⋅∩ .

Çâ³äñè ñë³äóº, ùî 
{ } { }

{ }
{ }

jj H

A j

P H P A
P H

P A

⋅
= .
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Çàëó÷àþ÷è äàë³ ôîðìóëó ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ïîä³¿ A , îñòàòî-
÷íî é îäåðæèìî ôîðìóëè Áàéºñà:

1

{ } { }
{ }

{ } { }

j

j

j H

A j n

j H
j

P H P A
P H

P H P A
=

⋅
=
∑

, 1,j n= .

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëè Áàéºñà äîçâîëÿþòü çà íàÿâíîñò³ äî-
äàòêîâî¿ ³íôîðìàö³¿, ùî ïîä³ÿ A  â³äáóëàñÿ, ïåðåîö³íèòè ïåðâ³ñí³
(àïð³îðí³) éìîâ³ðíîñò³ ã³ïîòåç.

Ïåðåîö³íåí³ àïð³îðí³ éìîâ³ðíîñò³ íàçèâàþòü àïîñòåð³îðíèìè.
Ïðèêëàä. Â ìàãàçèí íàä³éøëè åëåêòðè÷í³ ëàìïè îäíîãî òèïó,

âèãîòîâëåí³ íà òðüîõ ëàìïîâèõ çàâîäàõ: ³ç ïåðøîãî çàâîäó – 250
øòóê, ç äðóãîãî – 450 øòóê, ç òðåòüîãî – 300 øòóê. ²ìîâ³ðí³ñòü
òîãî, ùî ëàìïî÷êà áóäå ãîð³òè á³ëüøå 1500 ãîäèí, äëÿ ïåðøîãî
çàâîäó ñòàíîâèòü 0,15, äëÿ äðóãîãî – 0,30; äëÿ òðåòüîãî – 0,20.
Ïðè ðîçêëàäàíí³ ïî ïîëèöÿõ ìàãàçèíó ëàìïè áóëè ïåðåì³øàí³.
ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî êóïëåíà ëàìïà áóäå ãîð³òè á³ëüøå
1500 ãîäèí? Íà ÿêîìó çàâîä³ íàé³ìîâ³ðí³øå òàêà ëàìïà áóëà
âèãîòîâëåíà?

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Íåõàé A  – ïîä³ÿ, ÿêà ïîëÿãàº â òîìó, ùî âè-
áðàíà ëàìïà áóäå ãîð³òè á³ëüøå 1500 ãîäèí, à 1H , 2H , 3H  - ã³-
ïîòåçè, ùî ëàìïà âèãîòîâëåíà, â³äïîâ³äíî, ïåðøèì, äðóãèì àáî
òðåò³ì çàâîäîì. Çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ëàìï äîð³âíþº 1000, òîìó
éìîâ³ðíîñò³ â³äïîâ³äíèõ ã³ïîòåç òàê³:

1

250
{ } 0,25

1000
P H = = ; 2

450
{ } 0,45

1000
P H = = ; 3

300
{ } 0,30

1000
P H = = .

Çà óìîâîþ çàäà÷³, 
1
{ } 0,15HP A = , 

2
{ } 0,30HP A = , 

3
{ } 0,20HP A = .

Òîìó çà ôîðìóëîþ ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ îäåðæèìî:

{ } 0,25 0,15 0,45 0,30 0,30 0,20 0,2325P A = ⋅ + ⋅ + ⋅ = .

Äàë³ çà ôîðìóëîþ Áàéºñà îá÷èñëþºìî óìîâí³ éìîâ³ðíîñò³
êîæíî¿ ç ã³ïîòåç â³äíîñíî ïîä³¿ A :

1

0,25 0,15
{ } 0,1613

0,2325AP H
⋅

= ≈ ,
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2

0,45 0,30
{ } 0,5806

0,2325AP H
⋅

= ≈ ,

3

0,30 0,20
{ } 0,2581

0,2325AP H
⋅

= ≈ .

Îòæå, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî êóïëåíà ëàìïà áóäå ãîð³òè á³ëü-
øå 1500 ãîäèí, äîð³âíþº 0,2325, ïðè÷îìó íàéá³ëüø ³ìîâ³ðíî,
ùî âîíà âèãîòîâëåíà íà äðóãîìó çàâîä³.

Ïðèêëàä ðîçâ’ÿçàíî.
Ïðèêëàä. Îïðàöþºìî ùå îäèí ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ îñíîâ-

íèõ òåîðåì ïðî éìîâ³ðíîñò³. Íåõàé â³äîìî, ùî äâà ç òðüîõ â³ää³-
ëåíü áàíêó, ÿê³ ïðàöþþòü íåçàëåæíî îäíå â³ä îäíîãî, ó ìèíó-
ëîìó ðîö³ âèÿâèëèñÿ çáèòêîâèìè. ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî
çáèòêîâèìè áóëè ñàìå ïåðøå òà äðóãå â³ää³ëåííÿ, ÿêùî äëÿ êî-
æíîãî îêðåìîãî â³ää³ëåííÿ éìîâ³ðí³ñòü áóòè çáèòêîâèì îö³íþ-
âàëàñü, â³äïîâ³äíî, ÿê 0,15, 0,20 òà 0,25?

Ñôîðìóëþºìî òàê³ ã³ïîòåçè:

1H  – áåççáèòêîâèì áóëî ëèøå ïåðøå â³ää³ëåííÿ, äðóãå òà
òðåòº â³ää³ëåííÿ çàê³í÷èëè ð³ê ³ç çáèòêàìè;

2H  – áåççáèòêîâèì áóëî ëèøå äðóãå â³ää³ëåííÿ, à ïåðøå òà
òðåòº – çáèòêîâèìè;

3H  – áåççáèòêîâèì áóëî ëèøå òðåòº â³ää³ëåííÿ, à ïåðø³ äâà –
çáèòêîâèìè.

Êîæíà ç íàâåäåíèõ ã³ïîòåç º â³äïîâ³äíèì äîáóòêîì òðüîõ
ïîïàðíî íåçàëåæíèõ ïîä³é. Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê ³ìî-
â³ðíîñòåé çíàéäåìî áåçóìîâí³ éìîâ³ðíîñò³ öèõ ã³ïîòåç:

1{ } (1 0,15) 0,20 0,25 0,0425P H = − ⋅ ⋅ = ,

2{ } 0,15 (1 0,20) 0,25 0,0300P H = ⋅ − ⋅ = ,

3{ } 0,15 0,20 (1 0,25) 0,0225P H = ⋅ ⋅ − = .

Íàì ïîòð³áíî çíàéòè óìîâíó éìîâ³ðí³ñòü 3{ }AP H  ã³ïîòåçè 3H

â³äíîñíî òàêî¿ ïîä³¿ A , ÿêà ïîëÿãàº ó òîìó, ùî äâà ç òðüîõ â³ä-
ä³ëåíü áàíêó âèÿâèëèñÿ çáèòêîâèìè.

Íàñàìïåðåä çàçíà÷èìî, ùî çà âèêîíàííÿ áóäü-ÿêî¿ ç ã³ïîòåç 1H ,

2H  àáî 3H  ïîä³ÿ A  ñòàº äîñòîâ³ðíîþ, òîáòî 
1 2
{ } { }H HP A P A= =

3
{ } 1HP A= = .
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Äîïîâíèìî ã³ïîòåçè 1H , 2H  ³ 3H  äî ïîâíî¿ ãðóïè ïîä³é ùå
òàêèìè òðüîìà ã³ïîòåçàìè:

4H  – æîäíå ç òðüîõ â³ää³ëåíü áàíêó íå áóëî çáèòêîâèì;

5H  – ëèøå îäíå ç òðüîõ â³ää³ëåíü áóëî çáèòêîâèì;

6H  – çáèòêîâèìè âèÿâèëèñÿ âñ³ òðè â³ää³ëåííÿ.

Óìîâí³ éìîâ³ðíîñò³ êîæíî¿ ç öèõ ã³ïîòåç â³äíîñíî ïîä³¿ A
äîð³âíþþòü íóëþ: 4 5 6{ } { } { } 0A A AP H P H P H= = = . Îòæå, íóëüîâèìè

áóäóòü ³ äîáóòêè 4{ } { }AP A P H⋅ , 5{ } { }AP A P H⋅  òà 6{ } { }AP A P H⋅ .
Òåïåð ñêîðèñòàºìîñÿ ôîðìóëîþ ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³:

1 2 31 2 3{ } { } { } { } { } { } { }H H HP A P H P A P H P A P H P A= ⋅ + ⋅ + ⋅ +

4 5 64 5 6{ } { } { } { } { } { }H H HP H P A P H P A P H P A+ ⋅ + ⋅ + ⋅ =

0,0425 1 0,0300 1 0,0225 1 0 0 0 0,0950= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + + = .

Îñòàòî÷íî, çà ôîðìóëîþ Áàéºñà, îá÷èñëèìî é øóêàíó éìî-
â³ðí³ñòü:

33
3

{ } { } 0,0425
{ } 0,4474

{ } 0,0950
H

A

P H P A
P H

P A

⋅
= = ≈ .

Ïðèêëàä ðîçâ’ÿçàíî.

2.5. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

2.5.1. Äâà ï³äïðèºìö³ íàä³ñëàëè íà ðèíîê ñâî¿ òîâàðè. Ðèíêîâ³
ö³íè ââàæàþòüñÿ âèïàäêîâèìè. Éìîâ³ðí³ñòü îòðèìàòè ïðèáóòîê
(ïðèáóòîê – öå ð³çíèöÿ ì³æ äîõîäîì â³ä ðåàë³çàö³¿ òà âèòðàòàìè
íà âèãîòîâëåííÿ òà ðåàë³çàö³þ) äëÿ ïåðøîãî ï³äïðèºìöÿ äîð³â-
íþº 0,9, à äëÿ äðóãîãî – 0,8.

ßêà éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî:
• õî÷à á îäèí ï³äïðèºìåöü îòðèìàº ïðèáóòîê;
• ëèøå îäèí ï³äïðèºìåöü îòðèìàº ïðèáóòîê;
• æîäåí ç ï³äïðèºìö³â íå ìàòèìå ïðèáóòêó â³ä ðåàë³çàö³¿ ñâî-

º¿ ïðîäóêö³¿?
2.5.2. Â îäí³é ñêðèí³ 5 á³ëèõ ³ 10 ÷åðâîíèõ êóëü, â äðóã³é

ñêðèí³ – 10 á³ëèõ ³ 5 ÷åðâîíèõ êóëü. Ç êîæíî¿ ñêðèí³ íàâìàííÿ
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âçÿëè ïî òðè êóë³. Çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ñåðåä âçÿòèõ øå-
ñòè êóëü:

• õî÷à á îäíà á³ëà;
• á³ëîþ º ëèøå îäíà êóëÿ.
2.5.3. Ç ìåòîþ çàïîá³ãàííÿ êðàä³æêàì â îô³ñ³ ô³íàíñîâî¿

óñòàíîâè âñòàíîâëåíî äâ³ íåçàëåæí³ îõîðîíí³ ñèñòåìè. Éìîâ³ðí³ñòü
òîãî, ùî ó âèïàäêó çëî÷èííèõ ä³é ñïðàöþº ïåðøà ñèñòåìà, äîð³â-
íþº 0,95, à ùî ñïðàöþº äðóãà ñèñòåìà – 0,90. Çíàéòè éìîâ³ð-
í³ñòü, ùî ó âèïàäêó ñïðîáè çëîä³¿â ç÷èíèòè êðàä³æêó:

• ñïðàöþþòü îáèäâ³ ñèñòåìè;
• ñïðàöþº ëèøå îäíà ñèñòåìà;
• æîäíà ç ñèñòåì íå ñïðàöþº.
2.5.4. Ó ïðîäàæ íàä³éøëè òåëåâ³çîðè ç òðüîõ çàâîä³â. ×àñòêà

âèðîá³â ïåðøîãî çàâîäó ñòàíîâèòü 30%, äðóãîãî – 20%, òðåòüîãî –
50%. Ïðîäóêö³ÿ ïåðøîãî çàâîäó ì³ñòèòü ó ñîá³ 2 % òåëåâ³çîð³â ç
ïðèõîâàíèì äåôåêòîì, äðóãîãî – 5 %, òðåòüîãî – 1 %. ßêà ³ìî-
â³ðí³ñòü êóïèòè ÿê³ñíèé òåëåâ³çîð?

2.5.5. Ñòóäåíò ç 30 ïèòàíü îïðàöþâàâ ëèøå 24. Ó á³ëåò³ 3 ïè-
òàííÿ. ßêà éìîâ³ðí³ñòü, ùî â³í íàâåäå ïðàâèëüí³ â³äïîâ³ä³ íà âñ³
ïèòàííÿ?

2.5.6. Ó ïåðø³é êîðîáö³ 20 ëàìï, ç ÿêèõ äâ³ íåñïðàâí³, ó äðó-
ã³é – 10 ëàìï, ç íèõ íåñïðàâíîþ º ëèøå îäíà. Ç äðóãî¿ êîðîáêè
íàâìàííÿ âçÿëè 1 ëàìïó òà ïîêëàëè â ïåðøó êîðîáêó. Çíàéòè
éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ îáðàíà ï³ñëÿ öüîãî ç ïåðøî¿ êî-
ðîáêè ëàìïà áóäå ñïðàâíîþ.

2.5.7. Â óðí³ ëåæèòü 2 á³ëèõ ³ 4 ÷îðíèõ êóë³. Ç óðíè íàâìàííÿ
âçÿëè òðè êóë³. Ï³ñëÿ öüîãî íàâìàííÿ âçÿëè ÷åòâåðòó êóëþ. Çíàéòè
³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî öÿ ÷åòâåðòà êóëÿ – á³ëà.

2.5.8. Áàíê ïîä³ëÿº âèäàí³ íèì êðåäèòè íà òðè ãðóïè – ïðàê-
òè÷íî áåçðèçèêîâ³, ðèçèêîâ³ òà êðèòè÷í³. Ó êðåäèòíîìó ïîðòôå-
ë³ 60 % êðåäèò³â – áåçðèçèêîâ³, 30 % – ðèçèêîâ³, 10 % – êðè-
òè÷í³. Éìîâ³ðí³ñòü, ùî ïîçè÷àëüíèê âèÿâèòüñÿ íåïëàòîñïðîìîæ-
íèì, ïî ãðóï³ áåçðèçèêîâèõ êðåäèò³â ñêëàäàº 0,01, ïî ãðóï³ ðè-
çèêîâèõ – 0,10, ïî ãðóï³ êðèòè÷íèõ – 0,25. ßêà éìîâ³ðí³ñòü, ùî:

• íàâìàííÿ îáðàíèé ïîçè÷àëüíèê âòðàòèòü ïëàòîñïðîìîæí³ñòü?
• êðåäèò ïîçè÷àëüíèêà, ÿêèé âèÿâèòüñÿ íåïëàòîñïðîìîæíèì,

áóëî ñïî÷àòêó â³äíåñåíî äî ãðóïè ïðàêòè÷íî áåçðèçèêîâèõ?
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2.5.9. Ç óðíè, ÿêà ì³ñòèòü 8 á³ëèõ òà 5 ÷îðíèõ êóëü, çàãóáèëàñÿ
îäíà êóëÿ. Êîëè ï³ñëÿ öüîãî ç óðíè íàâìàííÿ âèòÿãíóëè 2 êóë³,
îáèäâ³ âîíè âèÿâèëèñÿ á³ëèìè. ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî çàãóáëåíà
êóëÿ òåæ áóëà á³ëîþ?

2.5.10. Íà ðåñïóáë³êàíñüêó îë³ìï³àäó ç òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé òà
ìàòåìàòè÷íî¿ ñòàòèñòèêè óí³âåðñèòåò äåëåãóâàâ ÷îòèðüîõ íàé-
êðàùèõ ñòóäåíò³â. Âèêëàäà÷³ óí³âåðñèòåòó, âðàõîâóþ÷è óñï³øí³ñòü
öèõ ñòóäåíò³â, îö³íèëè éìîâ³ðíîñò³ êîæíîãî ñòóäåíòà óâ³éòè äî
ñêëàäó ïåðåìîæö³â îë³ìï³àäè: äëÿ ïåðøîãî ñòóäåíòà – 0,4, äëÿ
äðóãîãî – 0,3, äëÿ òðåòüîãî – 0,2 ³ äëÿ ÷åòâåðòîãî – 0,1. Ñòàëî
â³äîìî, ùî çà ï³äñóìêàìè îë³ìï³àäè äî ñêëàäó ïåðåìîæö³â óâ³éøëè
äâà ñòóäåíòè óí³âåðñèòåòó. ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî ïåðåìîæ-
öÿìè âèÿâèëèñÿ ïåðøèé òà ÷åòâåðòèé ñòóäåíòè?
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ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ,
ЇХ ОСНОВНІ ЧИСЛОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ

3.1. Означення випадкової величини, типи випадкових величин
3.2. Опис дискретної випадкової величини
3.3. Опис неперервної випадкової величини
3.4. Про використання поняття функції розподілу щодо дискретної випадкової

величини
3.5. Основні числові характеристики випадкової величини
3.6. Нерівність Чебишева
3.7. Визначення меж можливих значень дисперсії і стандартного відхилення

обмеженої випадкової величини
3.8. Завдання для практичних занять і самостійної роботи студентів

3.1. Означення випадкової величини,
типи випадкових величин

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà – öå òàêà ÷èñëîâà âåëè÷èíà, òî÷íå çíà-
÷åííÿ ÿêî¿ íå ìîæíà ïåðåäáà÷èòè íàïåðåä. Îòæå, ìàéáóòí³ ïðè-
áóòîê áàíêó, âàëþòíèé êóðñ, ê³ëüê³ñòü ðåíòàáåëüíèõ ï³äïðèºìñòâ
ãàëóç³, ðèíêîâèé ïîïèò íà âèãîòîâëåíó ï³äïðèºìñòâîì ïðîäóê-
ö³þ òîùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè.

Ùîá ïîçíà÷àòè âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè, ñêîðèñòàºìîñÿ ìàëèìè
ãðåöüêèìè áóêâàìè (ñêàæ³ìî, ξ , ζ ) àáî öèìè æ áóêâàìè ç ÷èñ-

ëîâèìè ³íäåêñàìè (íàïðèêëàä, 1ξ , 3ξ , 6ζ ).

Ãðåöüêà àáåòêà

α Α β Β γ Γ δ ∆ ε Ε ζ Ζ η Η θ ϑ Θ

àëüôà áåòà ãàììà äåëüòà åïñ³ëîí äçåòà åòà òåòà

ι Ι κ Κ λ Λ µ Μ ν Ν ξ Ξ ο Ο π Π

³îòà êàïïà ëàìáäà ìþ íþ êñ³ îì³êðîí ï³

ρ Ρ σ ς Σ τ Τ υ Υ φ ϕ Φ χ Χ ψ Ψ ϖ ω Ω

ðî ñèãìà òàó ³ïñ³ëîí ô³ õ³ ïñ³ îìåãà
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Îñíîâíèìè òèïàìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí º àáî äèñêðåòí³, àáî
íåïåðåðâí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè. Òàê, ê³ëüê³ñòü ï³äïðèºìñòâ ãàëóç³,
ÿê³ ó íàñòóïíîìó ðîö³ áóäóòü ïðèáóòêîâèìè, º äèñêðåòíîþ, à ìàé-
áóòí³ ðèíêîâ³ ö³íè âèãîòîâëåíî¿ íèìè ïðîäóêö³¿ – íåïåðåðâíè-
ìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.

3.2. Опис дискретної випадкової величини

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàçèâàºòüñÿ äèñêðåòíîþ, ÿêùî ìíîæèíà
¿¿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü º àáî ñê³í÷åííîþ, àáî çë³÷åííîþ. ßêùî öþ
÷èñëîâó ìíîæèíó ïîçíà÷èòè ÷åðåç X, òîä³ îêðåì³ ¿¿ åëåìåíòè –
òîáòî îêðåì³ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ – ñëóøíî ïîçíà÷àòè, íàïðè-
êëàä, ìàëèìè ë³òåðàìè ç ö³ëî÷èñëîâèìè ³íäåêñàìè (x1, x7 òîùî),
îñê³ëüêè âñ³ åëåìåíòè ñê³í÷åííî¿ àáî çë³÷åííî¿ ìíîæèíè çàâæäè
ìîæíà çàíóìåðóâàòè.

Ùîá ³äåíòèô³êóâàòè äèñêðåòíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ , ïîòð³á-
íî îïèñàòè çàêîí ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷è-
íè (ñêîðî÷åí³ íàçâè – çàêîí ðîçïîä³ëó àáî ïðîñòî ðîçïîä³ë), òîá-
òî âêàçàòè ïðàâèëî, çà ÿêèì êîæíîìó åëåìåíòó jx  ç ìíîæèíè ¿¿

ìîæëèâèõ çíà÷åíü X  ïîñòàâëåíî ó â³äïîâ³äí³ñòü ÷èñëî jp , ÿêå º

éìîâ³ðí³ñòþ ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàáåðå çíà÷åííÿ jx :

{ }j jp P xξ= =  /äëÿ êîæíîãî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ jx X∈ /.

ßêùî, íàïðèêëàä, ξ  – öå ñóìà ÷èñåë, ÿê³ âèïàäóòü ïðè äâî-
êðàòíîìó êèäàíí³ ãðàëüíîãî êóáèêà, çàêîí ðîçïîä³ëó òàêî¿ âè-
ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ìàòèìå âèãëÿä, ùî íàâåäåíî ó òàáëèö³ 3.1.

Ñêàæ³ìî, 4
364 { 5}p P ξ= = = , îñê³ëüêè ïðè äâîêðàòíîìó êèäàíí³

ãðàëüíîãî êóáèêà ñóìà ÷èñåë, ùî âèïàäóòü, äîð³âíþâàòèìå 5 ó òàêèõ
÷îòèðüîõ îäíàêîâî éìîâ³ðíèõ ñèòóàö³ÿõ: 1 + 4, 3 + 2, 2 + 3 òà 4 + 1.

Òàáëèöÿ 3.1

Íîìåð
çíà÷åííÿ

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Çíà÷åííÿ
(ñóìà ÷èñåë)

xj 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Éìîâ³ðí³ñòü pj
1/36

2/36
3/36

4/36
5/36

6/36
5/36

4/36
3/36

2/36
1/36
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Êð³ì òàáëè÷íîãî ñïîñîáó, çàêîí ðîçïîä³ëó äèñêðåòíî¿ âèïàäêî-
âî¿ âåëè÷èíè ìîæíà òàêîæ ïîäàòè àíàë³òè÷íèì ñïîñîáîì (ôîð-
ìóëîþ) àáî ãðàô³÷íî (áàãàòîêóòíèêîì ðîçïîä³ëó ÷è ã³ñòîãðàìîþ).
Äëÿ ïðèêëàäó ç äâîêðàòíèì ï³äêèäàííÿì ãðàëüíîãî êóáèêà öå
âèãëÿäàòèìå òàê – ðèñ. 3.1.

{ 1}kp P kξ= = +
6 6

36

k− −
= , 1, 11k =

Ðèñ. 3.1. Àíàë³òè÷íå òà ãðàô³÷íå ïîäàííÿ äèñêðåòíîãî ðîçïîä³ëó

Î÷åâèäíî, ùî çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé áóäü-ÿêî¿ äèñ-
êðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  – ç ñê³í÷åííîþ àáî çë³÷åííîþ
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ìíîæèíîþ ¿¿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü { }jX x=  – ìàº òàê³ çàãàëüí³

âëàñòèâîñò³:
• 0 { } 1jP xξ≤ = ≤  äëÿ êîæíîãî ÷èñëà jx X∈ ,

• { } 1
j

j
x X

P xξ
∈

= =∑ .

3.3. Опис неперервної випадкової величини

Çàðàç ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ìíîæèíà ìîæëèâèõ
çíà÷åíü ÿêî¿ º íåñê³í÷åííîþ òà íåçë³÷åííîþ ³ ÿâëÿº ñîáîþ àáî
âñþ ìíîæèíó ä³éñíèõ ÷èñåë ( , )R = −∞ + ∞ , àáî äåÿêó ¿¿ ï³äìíî-
æèíó, ÿêîþ, ÿê ïðàâèëî, ìîæå áóòè:

• â³äð³çîê (çàìêíåíèé ïðîì³æîê): [ , ] { | }a b x R a x b= ∈ ≤ ≤ ;

• ³íòåðâàë (â³äêðèòèé ïðîì³æîê): ( , ) { | }a b x R a x b= ∈ < < ;

• íàï³â³íòåðâàëè (íàï³ââ³äêðèò³ ïðîì³æêè):

( , ] {x R| }a b a x b= ∈ < ≤  òà [ , ) {x R| }a b a x b= ∈ ≤ < ;

• ïðîìåí³ (íàï³âïðÿì³):

[ , ) { | }a x R a x+ ∞ = ∈ ≤ ; ( , ) { | }a x R a x+ ∞ = ∈ < ;

( , ] { | }b x R x b− ∞ = ∈ ≤ ; ( , ) { | }b x R x b−∞ = ∈ < ;

• ÷è, ñêàæ³ìî, ε-îê³ë òî÷êè a  äîâæèíîþ 2ε : ( ),a aε ε− + .

²äåíòèô³êóâàòè òàêó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ  ìîæíà, íàïðèêëàä,

çà äîïîìîãîþ âèçíà÷åíî¿ íà ÷èñëîâ³é îñ³ Ox  ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé ( )F xξ , ÿêà äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà x äîð³âíþº éìîâ³ð-

íîñò³ ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáåðå çíà÷åííÿ, ìåíøå â³ä x:
( ) { }F x P xξ ξ= < , x−∞ < < +∞ .

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàçèâàºòüñÿ íåïåðåðâíîþ, ÿêùî ¿¿

ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )F xξ  º íåïåðåðâíîþ íà âñ³é

÷èñëîâ³é îñ³ Ox .
Ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  ÷àñòî

ñêîðî÷åíî íàçèâàþòü ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó òà ïîçíà÷àþòü ïðîñòî
÷åðåç ( )F x .
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Îòæå, ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó íåïåðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè º
âèçíà÷åíîþ òà íåïåðåðâíîþ íà âñ³é ìíîæèí³ ä³éñíèõ ÷èñåë R  ³
âîëîä³º íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

• 0 ( ) 1F x≤ ≤  äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà x R∈ ;

• ôóíêö³ÿ ( )F x  º çðîñòàþ÷îþ àáî, ïðèíàéìí³, íåñïàäíîþ íà

âñ³é ÷èñëîâ³é ìíîæèí³ ( , )R = −∞ + ∞ ;

• ( ) lim ( ) 0
x

F F x
→−∞

−∞ = = ;

• ( ) lim ( ) 1
x

F F x
→+∞

+∞ = = .

Îêð³ì öüîãî, ÿê ïðàâèëî, ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó íåïåðåðâíî¿ âèïà-
äêîâî¿ âåëè÷èíè ââàæàþòü äèôåðåíö³éîâíîþ (òîáòî òàêîþ, ùî ìàº
ïîõ³äíó) óñþäè, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, ê³ëüêîõ îêðåìèõ òî÷îê.

Ïîõ³äíà ôóíêö³ÿ â³ä ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé íåïå-
ðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  – ( ) ( )f x F x′=  – íàçèâàºòüñÿ
ù³ëüí³ñòþ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé (ñêîðî÷åíî – ù³ëüí³ñòþ éìîâ³-
ðíîñòåé àáî ù³ëüí³ñòþ) òà ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:

• ( ) 0f x ≥  äëÿ äîâ³ëüíîãî x R∈ ;

• ( ) 1f x dx
+∞

−∞

=∫ .

Íàâåäåìî, ÿê ïðèêëàä, ãðàô³êè ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíî-
ñòåé òà â³äïîâ³äíî¿ ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ òàêî¿ íåïåðåðâíî¿ âèïàä-

êîâî¿ âåëè÷èíè, äëÿ ÿêî¿ 
2

21
( )

2

xx

F x e d x
π

−

−∞

= ∫  ³, â³äïîâ³äíî,

2

21
( )

2

x

f x e
π

−
=  – ðèñ. 3.2.

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêö³ÿ 
2

21
( )

2

x

f x e
π

−
=  ìàº íàçâó ôóíêö³¿ Ãà-

óññà, à ôóíêö³ÿ 
2

21
( )

2

xx

F x e d x
π

−

−∞

= ∫  ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿä³:

1
( ) ( )

2
F x x= + Φ , äå 

2

2

0

1
( )

2

xx

x e d x
π

−
Φ = ∫  – ôóíêö³ÿ Ëàïëàñà. Ö³
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Ðèñ. 3.2. Ãðàô³÷íå òà àíàë³òè÷íå ïîäàííÿ íåïåðåðâíîãî ðîçïîä³ëó

ôóíêö³¿, ÿê ïîáà÷èìî äàë³, º äóæå âàæëèâèìè ó òåîð³¿
éìîâ³ðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷í³é ñòàòèñòèö³.

Âðàõîâóþ÷è çâ’ÿçîê ì³æ ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó òà ôóíêö³ºþ
ù³ëüíîñò³

Ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó
2

21
( )

2

xx

F x e d x
−

−∞

=
π ∫

Ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³
2

21
( )

2

x

f x e
−

=
π
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( ) ( )F x f x′ =  òà ( ) ( )
x

f x dx F x
−∞

=∫ ,

ôóíêö³þ ( )F x  íàçèâàþòü òàêîæ ³íòåãðàëüíîþ ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó

éìîâ³ðíîñòåé, à ôóíêö³þ ( )f x  – äèôåðåíö³àëüíîþ ôóíêö³ºþ ðîç-
ïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé â³äïîâ³äíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Êîëè ïîòð³áíî
ï³äêðåñëèòè, ùî éäåòüñÿ ñàìå ïðî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ , ö³

ôóíêö³¿ ïîçíà÷àþòü òàêîæ ÷åðåç ( )F xξ  òà ( )f xξ .

Ç îçíà÷åíü ³íòåãðàëüíî¿ òà äèôåðåíö³àëüíî¿ ôóíêö³é ðîçïî-
ä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïëèâàº, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ äâîõ ÷èñåë a b<

âåëè÷èíà ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= −∫  äîð³âíþº éìîâ³ðíîñò³, ç ÿêîþ íå-

ïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ ç ïðîì³æêà

[ , ) {x R| }a b a x b= ∈ ≤ < :

{ } ( ) ( ) ( )
b

a

P a b f x dx F b F aξ≤ < = = −∫ .

Òàêèì ÷èíîì, ìàºìî ãåîìåòðè÷íó ³íòåðïðåòàö³þ ôóíêö³¿ ù³ëüíîñ-
ò³: éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàáåðå
çíà÷åííÿ ç â³äð³çêà [ , ] {x R| }a b a x b= ∈ ≤ ≤  äîð³âíþº ïëîù³ êðè-
âîë³í³éíî¿ òðàïåö³¿, îáìåæåíî¿ âåðòèêàëüíèìè ïðÿìèìè x a=  òà
x = b, ãîðèçîíòàëüíîþ â³ññþ Ox òà ãðàô³êîì ôóíêö³¿ f(x) – ðèñ. 3.3.

Ðèñ. 3.3. Ãåîìåòðè÷íà ³íòåðïðåòàö³ÿ ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³
Äæåðåëî: Àçàðîâà À.Î. Åêîíîìåòð³ÿ: íàâ÷àëüíèé ïîñ³áíèê /À.Î. Àçàðîâà, Í.Â. Ñà÷à-
íþê-Êàâåöüêà, Î.Ì. Ðî¿ê, Þ.Â. Ì³ðîíîâà. – Â³ííèöÿ: ÂÍÒÓ, 2014. – 304 ñ., Ñ. 45
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Çâåðí³òü óâàãó, ùî âåëè÷èíà ( )
a

a

f x dx∫ , òîáòî éìîâ³ðí³ñòü ïî-

ä³¿, ùî íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàáåðå ïåâíå ÷èñëîâå
çíà÷åííÿ a , äîð³âíþº íóëþ. Öå îçíà÷àº, çîêðåìà, ùî äëÿ íåïå-
ðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  òà äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà a  ïîä³¿

{ }aξ <  òà { }aξ ≤  ìàþòü îäíàêîâ³ ³ìîâ³ðíîñò³.
Ìè çíàºìî, ùî êîëè ïîä³ÿ º íåìîæëèâîþ, ¿¿ éìîâ³ðí³ñòü äî-

ð³âíþº íóëþ. Âîäíî÷àñ ó âèïàäêó íåïåðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè-
÷èíè, õî÷ ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî öÿ âåëè÷èíà íàáåðå ïåâíå çíà-
÷åííÿ, äîð³âíþº íóëþ, öå ùå çîâñ³ì íå îçíà÷àº, ùî òàêà ïîä³ÿ
íåìîæëèâà. Òîáòî íóëüîâó ³ìîâ³ðí³ñòü ìîæå ìàòè íå ëèøå íå-
ìîæëèâà, à òàêîæ ³ ìîæëèâà ïîä³ÿ.

3.4. Про використання поняття функції розподілу
щодо дискретної випадкової величини

²íêîëè ïîíÿòòÿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé íåïåðåðâíî¿
âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ïîøèðþþòü òàêîæ ³ íà äèñêðåòíó âèïàä-
êîâó âåëè÷èíó. Öå ìîæíà çðîáèòè ó òàêèé ñïîñ³á. Ïðèïóñòèìî,
ùî äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  ìàº íàñòóïíèé çàêîí ðîç-
ïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé:

Çíà÷åííÿ 2 5 9

Éìîâ³ðí³ñòü 0,1 0,6 0,3

Òîä³, ÿêùî êåðóâàòèñÿ òðàäèö³éíèì îçíà÷åííÿì ôóíêö³¿ ðîçïî-
ä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ÿê òàêî¿ ÷èñëîâî¿ ôóíêö³¿ ( )F x , âèçíà÷åíî¿

íà âñ³é ÷èñëîâ³é îñ³ Ox , ÿêà äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà x  äîð³âíþº
éìîâ³ðíîñò³ ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ,

ìåíøå â³ä x : ( ) { }F x P xξ= < , äëÿ íàøî¿ äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿

âåëè÷èíè ξ  ìàòèìåìî íàñòóïíó ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó:

0 , 2 ;

0,1 , 2 5 ;
( )

0,7 , 5 9 ;

1 , 9 .

x

x
F x

x

x

≤
 < ≤=  < ≤
 <
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Ðèñ. 3.4. Ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè

Öÿ ôóíêö³ÿ º íåñïàäíîþ, êóñêîâî-ë³í³éíîþ (ç ãîðèçîíòàëü-
íèìè ë³í³éíèìè ä³ëÿíêàìè, òîáòî ñõ³ä÷àñòîþ) ðîçðèâíîþ ôóíê-
ö³ºþ (ðèñ. 3.4). Â êîæí³é ç òî÷îê ðîçðèâó (2, 5 àáî 9) ôóíêö³ÿ º
íåïåðåðâíîþ çë³âà, à ñïðàâà ìàº ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó (ñòðèá-
êè), ïðè÷îìó çàãàëüíà âèñîòà âñ³õ ñòðèáê³â äîð³âíþº 1.

Íàäàë³, äëÿ âèçíà÷åíîñò³, ïîíÿòòÿ "ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíî-
ñòåé" ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ëèøå äëÿ íåïåðåðâíî¿ âèïàäêî-
âî¿ âåëè÷èíè ³ íå âèêîðèñòîâóâàòèìåìî éîãî äëÿ äèñêðåòíî¿ âè-
ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Ùî æ ñòîñóºòüñÿ ïîíÿòòÿ "çàêîí ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé", òî éîãî ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ÿê äëÿ äèñêðå-
òíî¿, òàê ³ äëÿ íåïåðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, óòî÷íþþ÷è ó
ðàç³ íåîáõ³äíîñò³ òèï (äèñêðåòíà àáî íåïåðåðâíà) âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ.

3.5. Основні числові характеристики випадкової величини

Îñíîâíèìè ÷èñëîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âèïàäêîâî¿ âåëè-
÷èíè – ³ äèñêðåòíî¿, ³ íåïåðåðâíî¿ – ñëóãóþòü: ìàòåìàòè÷íå ñïî-
ä³âàííÿ, äèñïåðñ³ÿ, ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàí-
íÿ õàðàêòåðèçóº ñåðåäíº çíà÷åííÿ, íàâêîëî ÿêîãî ãðóïóþòüñÿ âñ³
³íø³ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Äèñïåðñ³ÿ òà ñòàí-
äàðòíå â³äõèëåííÿ, ó ñâîþ ÷åðãó, õàðàêòåðèçóþòü, ÿê ð³çí³ ìîæ-
ëèâ³ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ¿¿ ñåðåä-
íüîãî çíà÷åííÿ. Íàâåäåìî ïîçíà÷åííÿ òà òî÷í³ âèçíà÷åííÿ çà-
çíà÷åíèõ îñíîâíèõ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê.
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Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , ÿêå íàçèâà-
ºòüñÿ òàêîæ ìàòåìàòè÷íèì î÷³êóâàííÿì, î÷³êóâàíèì ð³âíåì, î÷³êó-
âàíèì çíà÷åííÿì, ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè,
çàçâè÷àé ïîçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç [ ]M ξ  àáî ÷åðåç ξ .

Äëÿ äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , çàäàíî¿ çàêîíîì ðîç-

ïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé ( )P x , x X∈ , íà ñê³í÷åíí³é àáî çë³÷åíí³é

ìíîæèí³ { }jX x=  óñ³õ ¿¿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü, ìàòåìàòè÷íå ñïîä³-

âàííÿ îá÷èñëþºòüñÿ ÿê ñóìà äîáóòê³â êîæíîãî ç ìîæëèâèõ çíà-
÷åíü íà â³äïîâ³äí³ ¿ì ³ìîâ³ðíîñò³:

[ ] { }
j j

j j j j
x X x X

M x P x p xξ ξ ξ
∈ ∈

≡ = ⋅ = =∑ ∑ .

ßêùî, íàïðèêëàä, ξ  – öå ÷èñëî, ÿêå ìîæå âèïàñòè ïðè îä-
íîðàçîâîìó êèäàíí³ ãðàëüíîãî êóáèêà, òîä³ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³-
âàííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè äîð³âíþº:

1 1 1 1 1 1
[ ] 1 2 3 4 5 6 3,5

6 6 6 6 6 6
M ξ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = .

Äëÿ íåïåðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , ÿêà ìàº ù³ëüí³ñòü ðîç-

ïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé ( )f x , x R∈ , ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ îá÷è-
ñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

[ ] ( )M x f x dxξ ξ
+∞

−∞

≡ = ⋅∫ .

Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  (ÿê äèñêðå-
òíî¿, òàê ³ íåïåðåðâíî¿) ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:

1) Äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñòàëî¿ (îòæå, íåâèïàäêîâî¿) âåëè÷èíè c R∈
¿¿ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òåæ äîð³âíþº c :

ÿêùî c Const= , òîä³ [ ]M c c= ;

2) Ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîä³âàííÿ:

ÿêùî c Const= , òîä³ [ ] [ ]M c c Mξ ξ⋅ = ⋅ ;

3) Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ñóìè ê³ëüêîõ âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí äîð³âíþº ñóì³ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³âàíü öèõ âåëè÷èí:
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[ ] [ ] [ ]M M Mξ ζ ξ ζ+ = + ;

4) Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ äîáóòêó ê³ëüêîõ íåçàëåæíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîð³âíþº äîáóòêó ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³âàíü
öèõ âåëè÷èí:

ÿêùî ξ  òà ζ  – íåçàëåæí³, òîä³ [ ] [ ] [ ]M M Mξ ζ ξ ζ⋅ = ⋅ ;

Äèñïåðñ³ºþ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  (ïîçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç [ ]D ξ )
íàçèâàºòüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ êâàäðàòà â³äõèëåííÿ âèïàäêî-
âî¿ âåëè÷èíè â³ä ¿¿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ:

2[ ] [( [ ]) ]D M Mξ ξ ξ= − .

Îòæå, äëÿ äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ìàºìî:
2[ ] ( ) { }

j

j j
x X

D x P xξ ξ ξ
∈

= − ⋅ =∑ ,

à äëÿ íåïåðåðâíî¿ –

2[ ] ( ) ( )D x f x dxξ ξ
+∞

−∞

= − ⋅∫ .

Áà÷èìî, ùî äèñïåðñ³ÿ çàâæäè íåâ³ä’ºìíà òà º òèì ìåíøîþ,
÷èì ù³ëüí³øå ãðóïóâàòèìóòüñÿ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè á³ëÿ ¿¿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ. Ðîçì³ðí³ñòü (îäè-
íèöÿ âèì³ðó) äèñïåðñ³¿ äîð³âíþº êâàäðàòó ðîçì³ðíîñò³ âèïàäêî-
âî¿ âåëè÷èíè.

Îêð³ì öüîãî, äèñïåðñ³ÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  (ÿê äèñêðåò-
íî¿, òàê ³ íåïåðåðâíî¿) ìàº âëàñòèâîñò³:

1) Äèñïåðñ³þ ìîæíà òàêîæ îá÷èñëèòè ÿê ð³çíèöþ ìàòåìàòè-
÷íîãî ñïîä³âàííÿ êâàäðàòà âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè òà êâàäðàòà ¿¿
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ:

2 2[ ] [ ] ( [ ])D M Mξ ξ ξ= − .

Çàóâàæèìî, ùî öÿ ôîðìóëà º çðó÷íîþ äëÿ îá÷èñëåíü ó âèïàäêàõ
äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ç ö³ëî÷èñëîâèìè ìîæëèâèìè
çíà÷åííÿìè, àëå ç íåö³ëî÷èñëîâèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîä³âàííÿì;

2) Äèñïåðñ³ÿ ñòàëî¿ (òîáòî íåâèïàäêîâî¿) âåëè÷èíè c R∈  äî-
ð³âíþº íóëþ:
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ÿêùî c Const= , òîä³ [ ] 0D c = ;

3) Äèñïåðñ³ÿ äîáóòêó ñòàëî¿ âåëè÷èíè íà âèïàäêîâó äîð³âíþº
äîáóòêó êâàäðàòó ñòàëî¿ íà äèñïåðñ³þ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè:

ÿêùî c Const= , òîä³ 2[ ] [ ]D c c Dξ ξ⋅ = ⋅ ;

4) Äèñïåðñ³ÿ ñóìè äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî-
ð³âíþº ñóì³ äèñïåðñ³é öèõ âåëè÷èí:

ÿêùî ξ  òà ζ  – íåçàëåæí³, òîä³ [ ] [ ] [ ]D D Dξ ζ ξ ζ+ = + .

Öÿ âëàñòèâ³ñòü ïîøèðþºòüñÿ ³ íà äîâ³ëüíó ñê³í÷åííó ê³ëü-
ê³ñòü ïîïàðíî íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Íàïðèêëàä, äèñïåðñ³ÿ âèïàäêîâîãî ÷èñëà ξ , ÿêå ìîæå âèïà-
ñòè ïðè îäíîðàçîâîìó êèäàíí³ ãðàëüíîãî êóáèêà, äîð³âíþº:

2 2 2 21 1 1 1
[ ] (1 3,5) (2 3,5) (3 3,5) (4 3,5)

6 6 6 6
D ξ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − +

2 21 1
(5 3,5) (6 3,5) 2,9167

6 6
+ ⋅ − + ⋅ − ≈ ,

à äèñïåðñ³ÿ âèïàäêîâî¿ ñóìè ζ  òðüîõ ÷èñåë, ÿê³ ìîæóòü âèïàñòè
ïðè òðèêðàòíîìó ï³äêèäàíí³ ãðàëüíîãî êóáèêà, º òàêîþ:

[ ] 3 [ ] 3 2,9167 8,7501D Dζ ξ= ≈ ⋅ = .

Ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì àáî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèì â³äõèëåí-
íÿì âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  – ïîçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç [ ]σ ξ , à òàêîæ

÷åðåç ξσ  àáî ïðîñòî ÷åðåç σ  – íàçèâàºòüñÿ ÷èñëî, ÿêå îá÷èñëþ-

ºòüñÿ ÿê êâàäðàòíèé êîð³íü ç äèñïåðñ³¿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè:

[ ]Dξσ ξ= .

Îòæå, ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ çàâæäè íåâ³ä’ºìíå òà, àíàëîã³-
÷íî äèñïåðñ³¿, õàðàêòåðèçóº â³äõèëåííÿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïà-
äêîâî¿ âåëè÷èíè â³ä ¿¿ î÷³êóâàíîãî ð³âíÿ. Âîäíî÷àñ ðîçì³ðí³ñòü
(îäèíèöÿ âèì³ðó) ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ òàêà ñàìà, ÿê ³ ðîç-
ì³ðí³ñòü çíà÷åíü ñàìî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, ùî º ïåâíîþ ïåðå-
âàãîþ ïîêàçíèêà ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ ó ïîð³âíÿíí³ ç ïîêàç-
íèêîì äèñïåðñ³¿.
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Ç îçíà÷åííÿ ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ âèïëèâàº, ùî äèñïåð-
ñ³ÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè äîð³âíþº êâàäðàòó ñòàíäàðòíîãî â³äõè-
ëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè: 2[ ] [ ]D ξ σ ξ= , ÷åðåç ùî äèñïåð-

ñ³þ ïîçíà÷àþòü òàêîæ ÷åðåç 2[ ]σ ξ  àáî ïðîñòî ÷åðåç 2σ .
Çàçíà÷èìî ùå é òàê³ âëàñòèâîñò³ ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ:
1) Ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ñòàëî¿ (íåâèïàäêîâî¿) âåëè÷èíè

c R∈  äîð³âíþº íóëþ:

ÿêùî c Const= , òîä³ [ ] 0cσ = ;

2) Ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ äîáóòêó ñòàëî¿ âåëè÷èíè íà âèïàä-
êîâó äîð³âíþº äîáóòêó àáñîëþòíî¿ âåëè÷èíè ñòàëî¿ íà ñòàíäàðò-
íå â³äõèëåííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè:

ÿêùî c Const= , òîä³ [ ] | | [ ]c cσ ξ σ ξ⋅ = ⋅ ;

3) Ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ñóìè äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí íå ïåðåâèùóº (òà, ÿê ïðàâèëî, º ìåíøèì) ñóìè ñòàíäà-
ðòíèõ â³äõèëåíü öèõ âåëè÷èí:

ÿêùî ξ  òà ζ  – íåçàëåæí³,

òîä³ 2 2 2[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]σ ξ ζ σ ξ ζ σ ξ σ ζ σ ξ σ ζ+ = + = + ≤ + .

Òðåòÿ âëàñòèâ³ñòü ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ º òåîðåòè÷íîþ
îñíîâîþ ð³çíîìàí³òíèõ ñõåì äèâåðñèô³êàö³¿, ùî âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ â åêîíîì³ö³ òà ìåíåäæìåíò³ ç ìåòîþ çìåíøåííÿ íåãàòèâ-
íîãî âïëèâó ÷èííèê³â ðèçèêó ùîäî ä³ÿëüíîñò³ ñóá’ºêò³â ãîñïî-
äàðþâàííÿ.

3.6. Нерівність Чебишева

Äëÿ äîâ³ëüíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , ùî ìàº ìàòåìàòè÷íå

ñïîä³âàííÿ ξ  ³ äèñïåðñ³þ 2
ξσ , òà äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà 0a >

ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü:

2

2{ | | }P a
a

ξσ
ξ ξ− > ≤ .
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Äëÿ äîâåäåííÿ íåð³âíîñò³ ×åáèøåâà îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì,
êîëè ξ  º íåïåðåðâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ôóíêö³ºþ

ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )f x .

Îòæå, íåõàé ( )x f x dxξ
+∞

−∞

= ∫  ³ 2 2( ) ( )x f x dxξσ ξ
+∞

−∞

= −∫ .

Âðàõóºìî òàêîæ, ùî 
| |

{ | | } ( )
x a

P a f x d x
ξ

ξ ξ
− >

− > = ∫ .

Îòðèìàºìî òàêèé ëàíöþæîê íåð³âíîñòåé:

2 2 2

| |

( ) ( ) ( ) ( )
x a

x f x dx x f x dxξ
ξ

σ ξ ξ
+∞

−∞ − >

= − ≥ − ≥∫ ∫

2 2

| |

( ) { | | }
x a

a f x d x a P a
ξ

ξ ξ
− >

≥ = − >∫ ,

òîáòî 
2

2{ | | }P a
a

ξσ
ξ ξ− > ≤ , ùî ³ ïîòð³áíî áóëî äîâåñòè.

Îáåðåìî òåïåð äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n  òà ïîêëàäåìî a n ξσ= .

Ó òàêîìó ðàç³ íåð³âí³ñòü ×åáèøåâà íàáåðå âèãëÿä:

2

1
{ | | }P n

nξξ ξ σ− > ≤ .

Ñêàæ³ìî, ïðè 3n =  îñòàííÿ íåð³âí³ñòü ñòâåðäæóº, ùî éìîâ³-
ðí³ñòü ïîä³¿, ùî äîâ³ëüíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åí-

íÿ, ÿêå â³äõèëÿòèìåòüñÿ â³ä ¿¿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ξ  íà

âåëè÷èíó, ùî ïåðåâèùóº 3 ξσ  ("òðè ñèãìè"), º íå á³ëüøîþ, àí³æ

2

1
0,111

3
≈ ; òîáòî ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 0,889  çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¿ âå-

ëè÷èíè ξ  ïîòðàïèòü â ³íòåðâàë ( 3 , 3 )ξ ξξ σ ξ σ− + .

Ïðèì³òêà. Íåð³âí³ñòü ×åáèøåâà ðîçðàõîâàíà íà âèïàäîê âè-
ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ç íàïåðåä íåâ³äîìèì çàêîíîì (÷è ôóíêö³ºþ)
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé. Êîëè æ ìè çíàºìî êîíêðåòíèé çàêîí
(ôóíêö³þ) ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, íåð³â-
í³ñòü ×åáèøåâà ìîæíà ïîñèëèòè.
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3.7. Визначення меж можливих значень дисперсії
і стандартного відхилення обмеженої випадкової величини

Íåõàé ξ  – âèïàäêîâà âåëè÷èíà (àáî äèñêðåòíà, àáî íåïåðå-

ðâíà), ìíîæèíà ìîæëèâèõ çíà÷åíü ÿêî¿ º îáìåæåíîþ: [ , ]a bξ ∈ ,

äå a b−∞ < ≤ < +∞ ). Òîä³ äèñïåðñ³ÿ ³ ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ö³º¿
âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³:

2
2[ ]

2
b a

σ ξ
− ≤  

 
 òà [ ]

2
b a

σ ξ
−

≤ .

Äîâåäåííÿ. Íàñàìïåðåä ïåðåêîíàºìîñÿ, ùî 2[ ]σ ξ ≤
2

2
a b

M ξ
 + ≤ −  
   

.

Ä³éñíî,
2

2 2 2 2[ ] [ ] [ ] [ ] ( [ ])
2

a b
M M Mσ ξ σ ξ ξ ξ ξ

+ ≤ + − = − + 
 

2
2( [ ]) 2 [ ]

2 2
a b a b

M Mξ ξ
+ +   + − ⋅ + =   

   
2 2

2 2
2 2 2

a b a b a b
M Mξ ξ ξ

   + + +   = − + = −      
         

.

Äàë³, îñê³ëüêè a bξ≤ ≤ , òîáòî ( )( ) 0b aξ ξ− − ≥ , ìàºìî ñï³â-
â³äíîøåííÿ:

2 2

( )( )
2 2

a b a b
b aξ ξ ξ ξ

+ +   − ≤ − + − − =   
   

2
2 22

2 2
a b a b

b ba aξ ξ ξ ξ ξ
+ + = − + + − − + = 

 
2 2

2 2
a b b a

a b
+ −   = − =   

   
,

ç ÿêîãî âèïëèâàº, ùî 
2 2

2 2
a b b a

M ξ
 + −   − ≤    
     

.
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Îñòàòî÷íî ìàºìî íåð³âíîñò³:
2 2

2[ ]
2 2

a b b a
Mσ ξ ξ

 + −   ≤ − ≤    
     

³, â³äïîâ³äíî,

[ ]
2

b a
σ ξ

−
≤ .

Íåð³âíîñò³ ùîäî ìåæ ìîæëèâèõ çíà÷åíü äèñïåðñ³¿ òà ñòàíäà-
ðòíîãî â³äõèëåííÿ äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ äîâ³ëüíî¿ âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè ξ , âñ³ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ ÿêî¿ íå âèõîäÿòü çà ìåæ³

ïðîì³æêà [ , ]a b , äå a b−∞ < ≤ < +∞ , í³êîëè íå ïåðåâèùóº ïîëî-

âèíè äîâæèíè öüîãî ïðîì³æêà – ÷èñëà 
2

b a−
.

3.8. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

3.8.1. Ó òîðã³âåëüí³é ìåðåæ³ º 5 ìàãàçèí³â, ÿê³ ìàþòü øèðî-
êèé àñîðòèìåíò òîâàð³â òà ïðàöþþòü íåçàëåæíî îäèí â³ä îäíî-
ãî. Éìîâ³ðí³ñòü, ùî âèòîðã êîæíîãî îêðåìîãî ìàãàçèíó çà íà-
ñòóïíèé ì³ñÿöü â³äïîâ³äàòèìå çàïëàíîâàíîìó äëÿ íüîãî ð³âíþ,
äîð³âíþº 0,9. Çíàéòè çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äèñêðåòíî¿
âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  – ê³ëüêîñò³ ìàãàçèí³â, âèòîðã êîæíîãî ç
ÿêèõ ó íàñòóïíîìó ì³ñÿö³ â³äïîâ³äàòèìå çàïëàíîâàíîìó äëÿ
íüîãî ð³âíþ; ïîáóäóâàòè â³äïîâ³äí³ áàãàòîêóòíèê ðîçïîä³ëó òà
ã³ñòîãðàìó. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ξ  òà ñòàíäàðòíå

â³äõèëåííÿ ξσ  ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.

3.8.2. Ó ïàðò³¿, ùî ì³ñòèòü 25 âèðîá³â, º 6 íåñòàíäàðòíèõ.
Íàâìàííÿ âçÿëè òðè âèðîáè. Íàïèñàòè çàêîí ðîçïîä³ëó âèïàä-
êîâî¿ âåëè÷èíè ξ  – ê³ëüêîñò³ íåñòàíäàðòíèõ âèðîá³â ñåðåä â³ä³-
áðàíèõ. Çíàéòè ¿¿ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³þ òà ñåðåäíº
êâàäðàòè÷íå â³äõèëåííÿ. Ïîáóäóâàòè áàãàòîêóòíèê òà ã³ñòîãðàìó
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äëÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.
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3.8.3. Ìàºìî òàêó ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé íåïåðå-
ðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ :

2

0, 0;

( ) , 0 10;

1, 10.

ÿêùî x

F x a x ÿêùî x

ÿêùî x

<
= ≤ ≤
 >

Çíàéòè êîåô³ö³ºíò a , âèçíà÷èòè ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ð-
íîñòåé ( )f x  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå

ñïîä³âàííÿ ξ , äèñïåðñ³þ 2
ξσ  òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ξσ . Ïî-

áóäóâàòè ãðàô³êè ³íòåãðàëüíî¿ òà äèôåðåíö³àëüíî¿ ôóíêö³é ðîç-
ïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé, à òàêîæ îá÷èñëèòè éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ ç ïðîì³æêó â³ä 3 äî 5.

3.8.4. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  ìàº òàêó ôóíêö³þ
ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé:

0, 0;

( ) sin , 0 ;

0, .

ÿêùî x

f x a x ÿêùî x

ÿêùî x

π
π

<
= ≤ ≤
 >

Îá÷èñëèòè êîåô³ö³ºíò a , âèçíà÷èòè ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé ( )F x  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ ; ïîáóäóâàòè ãðàô³-
êè ³íòåãðàëüíî¿ òà äèôåðåíö³àëüíî¿ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó éìîâ³ð-
íîñòåé. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ξ , äèñïåðñ³þ 2

ξσ  òà

ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ξσ  ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Îá÷èñëèòè

éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ ç

ïðîì³æêó â³ä 0,25π  äî 0,75π .
3.8.5. Íà â’ÿçö³ º ï’ÿòü îäíîòèïíèõ êëþ÷³â, ç ÿêèõ äî ñåéôó

ï³äõîäèòü ëèøå îäèí, àëå ÿêèé ñàìå – âëàñíèê ñåéôó çàáóâ.
Òîìó â³í ïåðåáèðàòèìå êëþ÷³, äîêè íå â³äêðèº ñåéô. Ïîáóäóâà-
òè çàêîí ðîçïîä³ëó âèïàäêîâî¿ ê³ëüêîñò³ ïåðåáðàíèõ êëþ÷³â òà
çíàéòè ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.

3.8.6. Îïðàöþºìî òåîðåìó ïðî äîäàâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³-
âàíü – ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ñóìè ê³ëüêîõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí äîð³âíþº ñóì³ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³âàíü öèõ âåëè÷èí:

[ ] [ ] [ ]M M Mξ ζ ξ ζ+ = + .
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Îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì, êîëè âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè º äèñêðåò-
íèìè, ³ç ñê³í÷åíèìè ê³ëüêîñòÿìè ìîæëèâèõ çíà÷åíü, òà çàäàí³
â³äïîâ³äíèìè çàêîíàìè ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé:

: {( , ) | 1, }i ix i mξ α = , äå { }i iP xα ξ= = ,

: {( , ) | 1, }j jy j nζ β = , äå { }j jP yβ ζ= = .

Çà îçíà÷åííÿì,

1 1

[ ] ( )
m n

i j ij
i j

M x y pξ ζ
= =

+ = +∑∑ , äå {( ) ( )}ij i jp P x yξ ζ= = ∩ = .

Òîìó

1 1

[ ] ( )
m n

i j ij
i j

M x y pξ ζ
= =

+ = + =∑∑

1 1 1 1 1 1 1 1

m n m n m n n m

i ij j ij i ij j ij
i j i j i j j i

x p y p x p y p
= = = = = = = =

= + = +∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑ ∑ .

Àëå

1 1

{( ) ( )}
n n

ij i j
j j

p P x yξ ζ
= =

= = ∩ = =∑ ∑

1

{( ) ( ( ))} {( ) }
n

i j i i
j

P x y P xξ ζ ξ α
=

= = ∩ = = = ∩ Ω =∪ ,

1 1

{( ) ( )}
m m

ij i j
i i

p P x yξ ζ
= =

= = ∩ = =∑ ∑

1

{( ( )) ( )} { ( )}
m

i j j j
i

P x y P yξ ζ ζ β
=

= = ∩ = = Ω ∩ = =∪ .

Îòæå,

1 1 1 1

[ ]
m n n m

i ij j ij
i j j i

M x p y pξ ζ
= = = =

+ = + =∑ ∑ ∑ ∑

1 1

[ ] [ ]
m n

i i j j
i j

x y M Mα β ξ ζ
= =

= + = +∑ ∑ ,

ùî ³ òðåáà áóëî äîâåñòè.
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3.8.7. Äîâåäåìî òåîðåìó ïðî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ äîáóòêó
íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí: [ ] [ ] [ ]M M Mξ ζ ξ ζ⋅ = ⋅ , ÿêùî âè-

ïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  íåçàëåæí³.
Äëÿ öüîãî ñêîðèñòàºìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè òà ðåçóëüòàòàìè,

âèêëàäåíèìè â ïîïåðåäíüîìó çàâäàíí³ 3.8.6, òà âðàõóºìî, ùî ó
âèïàäêó, êîëè âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  íåçàëåæí³, ñïðàâäæó-

ºòüñÿ ð³âí³ñòü: ij i jp α β= ⋅ .

Îòæå,

1 1 1 1

[ ] ( )
m n m n

i j ij i j i j
i j i j

M x y p x yξ ζ α β
= = = =

⋅ = ⋅ = =∑∑ ∑∑

1 1

[ ] [ ]
m n

i i j j
i j

x y M Mα β ξ ζ
= =

  = ⋅ = ⋅  
   
∑ ∑ .

3.8.8. Îá´ðóíòóºìî òåîðåìó ïðî äîäàâàííÿ äèñïåðñ³é íåçàëåæ-
íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí: [ ] [ ] [ ]D D Dξ ζ ξ ζ+ = + , ÿêùî âèïàäêîâ³

âåëè÷èíè ξ  òà ζ  º íåçàëåæíèìè.
Çíîâó êîðèñòóâàòèìåìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè òà ðåçóëüòàòàìè çà-

âäàííÿ 3.8.6, ð³âí³ñòþ ij i jp α β= ⋅ , íåçàëåæí³ñòþ âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí ( )ξ ξ−  ³ ( )ζ ζ−  òà ðåçóëüòàòàìè çàâäàííÿ 3.8.7:
2 2[ ] [(( ) ) ] [( ) ]D M Mξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ+ = + − + = + − − =

2 2 2[(( ) ( )) ] [( ) 2( )( ) ( ) ]M Mξ ξ ζ ζ ξ ξ ξ ξ ζ ζ ζ ζ− + − = − + − − + − =
2 2[( ) ] 2 [( )] [( )] [( ) ]M M M Mξ ξ ξ ξ ζ ζ ζ ζ= − + − − + − =

[ ] 0 [ ]D Dξ ζ= + + ,

îñê³ëüêè [( )] [( )] 0M Mξ ξ ζ ζ− = − = .
ßê ñï³ââ³äíîñÿòüñÿ ì³æ ñîáîþ ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ñóìè íåçà-

ëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ( [ ]σ ξ ζ+ ) òà ñóìà ñòàíäàðòíèõ â³äõè-

ëåíü öèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ äîäàíê³â ξ  òà ζ  ( [ ] [ ]σ ξ σ ζ+ )?

3.8.9. Ìàºìî äâ³ íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  ç â³-

äîìèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñïîä³âàííÿìè 11ξ = , 4ζ =  òà äèñïåð-

ñ³ÿìè 2 9ξσ = , 2 5ζσ = .
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Îá´ðóíòóâàòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà 2 3θ ξ ζ= −  ç ³ìîâ³ð-
í³ñòþ, ùî íå ìåíøå â³ä 0,75, íàáèðàòèìå çíà÷åííÿ ç ïðîì³æêà
â³ä ÷èñëà 8−  äî ÷èñëà 28+ : { 8 28} 0,75P θ− ≤ ≤ ≥ .

3.8.10. Çàäà÷à Ìàðêîâèöÿ (ñïðîùåíèé âàð³àíò). Ðîçãëÿäàºòüñÿ
äâà ³íâåñòèö³éí³ ïðîåêòè A  òà B , ïðèáóòêîâîñò³ çà ÿêèìè (òîá-
òî â³äíîøåííÿ ïðèáóòêó â³ä ³íâåñòèö³é äî ðîçì³ðó ³íâåñòèö³é)
ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç â³äîìèìè
ìàòåìàòè÷íèìè ñïîä³âàííÿìè 0,15Aπ = , 0,05Bπ =  òà ñòàíäàðò-

íèìè â³äõèëåííÿìè 0,03Aσ = , 0,01Bσ = . Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå
ñïîä³âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ïðèáóòêó, ÿêèé â³äïîâ³äàòèìå
³íâåñòèö³éíîìó ïîðòôåëþ, ùî ïåðåäáà÷àº âêëàäåííÿ 10 ìëí. ãðí. ó
ïðîåêò A  òà 30 ìëí. ãðí. ó ïðîåêò B . Çà ÿêîãî ðîçïîä³ëó ³íâåñ-
òèö³é ó ñóì³ 40 ìëí. ãðí. ì³æ ïðîåêòàìè A  òà B  ñòàíäàðòíå â³ä-
õèëåííÿ âèïàäêîâîãî ïðèáóòêó â³äïîâ³äíîãî ³íâåñòèö³éíîãî
ïîðòôåëÿ áóäå ÿêíàéìåíøèì? ×îìó äîð³âíþº î÷³êóâàíèé ïðè-
áóòîê òàêîãî ³íâåñòèö³éíîãî ïîðòôåëÿ?
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Л Е К Ц І Я 4

ОСНОВНІ ЗАКОНИ РОЗПОДІЛУ
ДИСКРЕТНИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

4.1. Рівномірний розподіл
4.2. Біноміальний розподіл (розподіл Бернуллі)
4.3. Теорема Бернуллі
4.4. Геометричний розподіл
4.5. Розподіл Пуассона
4.6. Ілюстрація прикладного використання закону Пуассона
4.7. Пуассонівський розподіл як апроксимація біноміального
4.8. Локальна теорема Муавра-Лапласа про апроксимацію біноміальних

імовірностей
4.9. Завдання для практичних занять і самостійної роботи студентів

Äî ïîøèðåíèõ çàêîí³â ðîçïîä³ëó äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí â³äíîñÿòüñÿ: ð³âíîì³ðíèé, á³íîì³àëüíèé, ãåîìåòðè÷íèé,
ðîçïîä³ë Ïóàññîíà òîùî.

4.1. Рівномірний розподіл

Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàçèâàºòüñÿ ð³âíîì³ðíî ðîç-
ïîä³ëåíîþ, ÿêùî ìíîæèíà ¿¿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü º ñê³í÷åííîþ, à
âñ³ ¿¿ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ – îäíàêîâî éìîâ³ðíèìè.

ßêùî ê³ëüê³ñòü ð³çíèõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü äèñêðåòíî¿ ð³âíî-
ì³ðíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ïîçíà÷èòè ÷åðåç n , à ¿¿

îêðåìå j -òå çíà÷åííÿ – ÷åðåç jx , òîä³ 
1

{ }j jp P x
n

ξ= = =  äëÿ

âñ³õ 1,j n= .
Òàêèì ÷èíîì, ð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿

âåëè÷èíè ïîâí³ñòþ õàðàêòåðèçóºòüñÿ ëèøå ñê³í÷åííîþ n -
åëåìåíòíîþ ìíîæèíîþ óñ³õ ¿¿ ð³çíèõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü: X =

1 2{ , , , }nx x x= … , îñê³ëüêè êîæíå ³ç çíà÷åíü º îäíàêîâî ³ìîâ³ðíèì.
Çíàéäåìî îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³-

ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè:

• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ: 
1 1

1 1
[ ]

n n

j j
j j

M x x
n n

ξ
= =

= =∑ ∑ ,
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• äèñïåðñ³ÿ: 
2 2

2
2

1 1 1 1

1 1 1 1
[ ]

n n n n

j j j j
j j j j

D x x x x
n n n n

ξ
= = = =

   
= − = −   

   
∑ ∑ ∑ ∑ .

ßêùî, íàïðèêëàä, ìàéáóòí³é ïðèáóòîê π  ï³äïðèºìñòâà, ìî-
æå íàáèðàòè çíà÷åííÿ àáî 15, àáî 18, àáî 20 òèñÿ÷ ãðèâåíü ç îä-
íàêîâèìè éìîâ³ðíîñòÿìè, ùî äîð³âíþþòü 1/3, òîä³:

1 53
(15 18 20) 17,667

3 3
π = + + = ≈  (òèñ. ãðí.);

( )22 2 2
2

1 1
(15 18 20 ) 15 18 20

3 3πσ = + + − + + =

949 2809 2847 2809
2,055

3 9 3
−

= − = ≈  (òèñ. ãðí.).

4.2. Біноміальний розподіл (або розподіл Бернуллі)

Ïðèïóñòèìî, ùî ïåâíèé êîìïëåêñ óìîâ, çà ðåçóëüòàòàìè âèêî-
íàííÿ ÿêîãî ç ³ìîâ³ðí³ñòþ p  ìîæå â³äáóòèñÿ âèïàäêîâà ïîä³ÿ A ,

â³äòâîðþâàòèìåòüñÿ n  ðàç. Íåõàé ξ  – âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ùî

äîð³âíþº ê³ëüêîñò³ âèïàäê³â, êîëè ïîä³ÿ A  â³äáóäåòüñÿ. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç k  äåÿêå ö³ëå ÷èñëî â ìåæàõ â³ä 0  äî n . Òîä³ éìîâ³ð-
í³ñòü ïîä³¿, ùî ξ  äîð³âíþâàòèìå k , – { }kp P kξ= =  – ìîæíà
îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ:

(1 )k k n k
k np C p p −= − , 0, 1, ,k n= … .

Çàä³ÿí³ ó ö³é ôîðìóë³ ÷èñëà 
!

! ( )!
k
n

n
C

k n k
=

−
, ÿê³ äîð³âíþþòü

ê³ëüêîñò³ ñïîëó÷åíü ç n  åëåìåíò³â ïî k , íàçèâàþòüñÿ á³íîì³à-
ëüíèìè êîåô³ö³ºíòàìè, îñê³ëüêè º âèçíà÷àëüíèìè ó â³äîì³é àë-
ãåáðà¿÷í³é ôîðìóë³ á³íîìà Íüþòîíà:

0

( )
n

n k k n k
n

k

a b C a b −

=

+ = ∑ .

Òîìó, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ á³íîìà Íüþòîíà, îäðàçó æ
ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî ñóìà âñ³õ ³ìîâ³ðíîñòåé kp , 0, 1, ,k n= … , á³-
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íîì³àëüíîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó äîð³âíþº îäèíèö³:

0 0

(1 ) [ (1 )] 1 1
n n

k k n k n n
k n

k k

p C p p p p−

= =

= − = + − = =∑ ∑ .

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíîþ X  ìîæëèâèõ çíà÷åíü íàøî¿ âèïàä-
êîâî¿ âåëè÷èíè ξ  º ñóêóïí³ñòü ç 1n +  íåâ³ä’ºìíèõ ö³ëèõ ÷èñåë

â³ä 0  äî n : {0, 1, , }X n= … , à ¿¿ çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé,
ùî âèçíà÷àºòüñÿ ïàðàìåòðàìè n  ³ p , îòðèìàâ íàçâó á³íîì³àëü-

íîãî. Â³äïîâ³äíî, ξ  íàçèâàºòüñÿ á³íîì³àëüíî ðîçïîä³ëåíîþ (àáî ðîç-
ïîä³ëåíîþ çà çàêîíîì Áåðíóëë³) âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ïàðà-
ìåòðàìè n  ³ p .

Íàâåäåìî áàãàòîêóòíèê òà òàáëèöþ á³íîì³àëüíîãî çàêîíó

ðîçïîä³ëó ç ïàðàìåòðàìè 5n =  ³ 
1
6

p = , ÿêèé îïèñóº, ñêàæ³ìî,

âèïàäêîâó ê³ëüê³ñòü ðàç³â, êîëè âèïàäå öèôðà "6", ïðè
ï’ÿòèêðàòíîìó êèäàíí³ ãðàëüíîãî êóáèêà (ðèñ. 4.1):

k 0 1 2 3 4 5

pk 0,401878 0,401878 0,160751 0,032150 0,003215 0,000129

Ðèñ. 4.1. Ïðèêëàä á³íîì³àëüíîãî ðîçïîä³ëó

Ùîá îá÷èñëèëè îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè á³íîì³àëüíî
ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ ç ïàðàìåòðàìè n ³ p, óâåäåìî
äî ðîçãëÿäó n  äîïîì³æíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí jζ , 1,j n= , êî-
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æíà ç ÿêèõ çíà÷åííÿìè, â³äïîâ³äíî, 1 àáî 0 ïîêàçóº, ÷è â³äáóëà-
ñÿ àáî ÷è íå â³äáóëàñÿ ó j -ìó âèïðîáóâàíí³ ïîä³ÿ A . Òîáòî êî-
æíà ç äîïîì³æíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ìîæå íàáèðàòè ç ³ìîâ³ð-
í³ñòþ p  çíà÷åííÿ 1  òà ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 p−  çíà÷åííÿ 0.

Öå îçíà÷àº, ùî [ ] 1 (1 ) 0jM p p pζ = ⋅ + − ⋅ = , à òàêîæ äëÿ âñ³õ

1,j n=  ñïðàâäæóºòüñÿ, ùî

2 2[ ] (1 ) (1 ) (0 ) (1 )jD p p p p p pζ = ⋅ − + − ⋅ − = ⋅ − .

Â ñóêóïíîñò³ äîïîì³æí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ïîïàðíî íåçà-

ëåæí³, à â ñóì³ äîð³âíþþòü âèïàäêîâ³é âåëè÷èí³ ξ : 
1

n

j
j

ξ ζ
=

= ∑ .

Òîìó, çà ïðàâèëàìè îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ñóìè
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ³ äèñïåðñ³¿ ñóìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí, îäåðæèìî òàê³ ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ îñíîâíèõ ÷èñëîâèõ
õàðàêòåðèñòèê á³íîì³àëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè:

• 
1

[ ] [ ]
n

j
j

M M n pξ ζ
=

= =∑ ,

• 
1

[ ] [ ] (1 )
n

j
j

D D n p pξ ζ
=

= = −∑

Çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ
á³íîì³àëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  ç ïàðàìåòðàìè

5n =  ³ 
1
6

p =  äîð³âíþþòü: 
1 5

5
6 6

ξ = ⋅ = , 
1 1 5

5 1
6 6 6ξσ  = ⋅ ⋅ − = 

 
.

Ìîæå ç’ÿâèòèñÿ òàêîæ íåîáõ³äí³ñòü äîñë³äèòè íå àáñîëþòíó
ê³ëüê³ñòü, à â³äíîñíó ÷àñòêó âèïàäê³â, êîëè â³äáóâàòèìåòüñÿ ïîä³ÿ A,
ÿêùî àáñîëþòíà ê³ëüê³ñòü âèïàäê³â ξ  º á³íîì³àëüíî ðîçïîä³ëå-
íîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.

ßêùî ïîçíà÷èòè â³äíîñíó ÷àñòêó âèïàäê³â ÷åðåç ζ , òîä³ ³ç çà-

ëåæíîñò³ 
n
ξ

ζ =  îäðàçó æ îäåðæèìî ³ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ

ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³¿ òà ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ
âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ζ , ÿêà º â³äíîñíîþ ÷àñòêîþ âèïàäê³â íà-
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ñòàííÿ ïîä³¿:

• 
[ ]

[ ]
M n p

M p
n n
ξ

ζ = = = ,

• 2 2

[ ] (1 ) (1 )
[ ]

D n p p p p
D

nn n
ξ

ζ
− −

= = = ,

• 
(1 )

[ ]
p p

n
σ ζ

−
= .

4.3. Теорема Бернуллі

Âëàñòèâîñò³ á³íîì³àëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè,
ó ñóêóïíîñò³ ç íåð³âí³ñòþ ×åáèøåâà, äîçâîëÿþòü îòðèìàòè äîäà-
òêîâå îá´ðóíòóâàííÿ ñòàòèñòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ éìîâ³ðíîñò³ âè-
ïàäêîâî¿ ïîä³¿ ÷åðåç â³äíîñíó ÷àñòîòó âèïàäê³â, êîëè öÿ ïîä³ÿ
â³äáóâàëàñÿ.

Ä³éñíî, ïðèïóñòèìî, ùî îäèí ³ òîé ñàìèé ïåâíèé êîìïëåêñ
óìîâ, çà ÿêèì ùîðàçó ç ³ìîâ³ðí³ñòþ p ìîæå â³äáóòèñÿ ïîä³ÿ A, áóäå
â³äòâîðþâàòèñÿ n ðàç. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )nξ  äèñêðåòíó âèïàäêîâó

âåëè÷èíó, ÿêà îçíà÷àòèìå ê³ëüê³ñòü ðàç³â, êîëè ïîä³ÿ A  â³äáó-
äåòüñÿ. Öå – á³íîì³àëüíî ðîçïîä³ëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ìà-
òåìàòè÷íèì ñïîä³âàííÿì ( )nξ , ÿêå äîð³âíþº n p  òà äèñïåðñ³ºþ

2
( ) (1 )n n p pξσ = − .

Îáåðåìî äîâ³ëüíå ÿê çàâãîäíî ìàëå ÷èñëî 0ε >  òà â íåð³â-

íîñò³ ×åáèøåâà 
2
( )
2{ | ( ) ( ) | } nP n n a

a
ξσ

ξ ξ− > ≤  ïîêëàäåìî a nε= .

Îäåðæèìî íåð³âí³ñòü: 2

(1 )
{ | ( ) | }

( )
n p p

P n n p n
n

ξ ε
ε
−

− > ≤  àáî, îñ-

òàòî÷íî:

2 2

( ) (1 ) 1
{ | | }

4
n p p

P p
n n n

ξ
ε

ε ε
−

− > ≤ ≤ ,

òîìó ùî 
1

(1 )
4

p p− ≤ , ÿêèì áè íå áóëî ÷èñëî p .

Îòæå, 2

( ) 1
lim {| | } lim 0

4n n

n
P p

n n
ξ

ε
ε→∞ →∞

− > ≤ = .
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Ä³éøëè âèñíîâêó, ùî êîëè ïåâíèé êîìïëåêñ óìîâ â³äòâîðþ-
âàòè äóæå áàãàòî ðàç³â, òîä³ äëÿ äîâ³ëüíîãî ÿê çàâãîäíî ìàëîãî

÷èñëà 0ε >  éìîâ³ðí³ñòü òîãî, ùî ÷àñòîòà 
( )n
n

ξ
 âèíèêíåííÿ ïîä³¿

A  â³äð³çíÿòèìåòüñÿ â³ä éìîâ³ðíîñò³ p  ïîä³¿ A  íà âåëè÷èíó, á³-

ëüøó â³ä ε , º äóæå ìàëîþ, îñê³ëüêè 
( )

lim {| | } 0
n

n
P p

n
ξ

ε
→∞

− > = .

Îòæå, äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà ε > 0 ñïðàâäæóºòüñÿ ³ òàêà íåð³âí³ñòü:
( ) ( )

lim {| | } 1 lim {| | } 1
n n

n n
P p P p

n n
ξ ξ

ε ε
→∞ →∞

− ≤ = − − > = .

Öå îçíà÷àº, ÿêùî äàë³ ïåðåéòè äî ãðàíèö³ ïðè 0ε → + , ùî:

( )
lim { } 1
n

n
P p

n
ξ

→∞
= = .

Òîáòî ïðè äóæå âåëèê³é ê³ëüêîñò³ âèïðîáóâàíü n ÷àñòîòà âè-
íèêíåííÿ âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ A  ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 çá³ãàòèìåòüñÿ ç
³ìîâ³ðí³ñòþ p  ö³º¿ ïîä³¿ A . Îòðèìàíèé âèñíîâîê ìàº íàçâó òåî-
ðåìè Áåðíóëë³.

Çâåðí³òü óâàãó, ùî öÿ òåîðåìà çîâñ³ì íå ñòâåðäæóº, ùî ³ç
çðîñòàííÿì ê³ëüêîñò³ âèïðîáóâàíü â³äíîñíà ÷àñòîòà ïðÿìóº äî
éìîâ³ðíîñò³; ìîâà éäå ëèøå ïðî éìîâ³ðí³ñòü, ùî ÷àñòîòà âèíèê-
íåííÿ âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ çá³ãàòèìåòüñÿ ïðè n → ∞  äî éìîâ³ðíîñò³
ö³º¿ ïîä³¿.

4.4. Геометричний розподіл

Ïðèïóñòèìî, ùî ïåâíèé êîìïëåêñ óìîâ, çà ðåçóëüòàòàìè âè-
êîíàííÿ ÿêîãî ç ³ìîâ³ðí³ñòþ p  ìîæå â³äáóòèñÿ âèïàäêîâà ïîä³ÿ

A , â³äòâîðþºòüñÿ âêëþ÷íî äî ïåðøîãî òàêîãî âèïàäêó, êîëè
ïîä³ÿ A  â³äáóëàñÿ. Ïîçíà÷èìî, äàë³, ÷åðåç ξ  âèïàäêîâó âåëè÷è-
íó, ÿêà äîð³âíþº ê³ëüêîñò³ ðàç³â â³äòâîðåííÿ êîìïëåêñó óìîâ.
Ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  º ìíî-

æèíà óñ³õ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: {1, 2, , , }N n= … … . Çàêîí ðîçïîä³-
ëó éìîâ³ðíîñòåé ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè º òàêèì:

1{ } (1 )n
np P n p pξ −= = = − , n N∈ .
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Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ , ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ çàðàç,
íàçèâàºòüñÿ ãåîìåòðè÷íî ðîçïîä³ëåíîþ, îñê³ëüêè ÷èñëîâà ïîñë³-
äîâí³ñòü 1

1{(1 ) }n
np p− ∞
=−  óòâîðþº ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñ³þ ç ïåð-

øèì ÷ëåíîì 1p p=  òà çíàìåííèêîì (1 )p− . Ïðè 0 1p< <  öÿ
ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñ³ÿ º çá³æíîþ, à ñóìà óñ³õ ¿¿ ÷ëåí³â, ÿê òîãî é
ñë³ä î÷³êóâàòè, äîð³âíþº 1:

1

1 1

(1 ) 1
1 (1 )

n
n

n n

p
p p p

p

∞ ∞
−

= =

= − = =
− −∑ ∑ .

Îòæå, ãåîìåòðè÷íèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèçíà÷à-
ºòüñÿ ëèøå îäíèì ïàðàìåòðîì (0; 1)p ∈ , à áàãàòîêóòíèê ðîçïî-
ä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ìîæå âèãëÿäàòè òàê (íàâîäèìî ôðàãìåíòè
â³äïîâ³äíèõ ä³àãðàì äëÿ çíà÷åíü 0,3p =  òà 0,5p =  – ðèñ. 4.2):

Ðèñ. 4.2. Ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîä³ë

Îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ãåîìåòðè÷íî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêî-
âî¿ âåëè÷èíè ξ , ÿêùî ïàðàìåòð ðîçïîä³ëó äîð³âíþº p , îá÷èñëþ-
þòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ: 1

1

1
[ ] (1 )n

n

M n p p
p

ξ
∞

−

=

= − =∑ ,

• äèñïåðñ³ÿ: 
2

1
2

1

1 1
[ ] (1 )n

n

p
D n p p

p p
ξ

∞
−

=

  −
= − − = 

 
∑ .

n p = 0,3 p = 0,5

1 0,3 0,5
2 0,21 0,25
3 0,147 0,125
4 0,1029 0,0625
5 0,07203 0,03125
6 0,050421 0,015625
7 0,0352947 0,007813
8 0,0247063 0,003906
9 0,0172944 0,001953
10 0,0121061 0,000977
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Çîêðåìà, ïðè p = 0,5 äëÿ äèñêðåòíî¿ ãåîìåòðè÷íî ðîçïîä³ëåíî¿

âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  îäåðæèìî: 2ξ =  òà 2

1 0,5
2

0,5ξσ
−

= = .

Ïðèêëàä. Ùîá â³äïî÷èòè â³ä êîìï’þòåðà, áóõãàëòåð âçÿâ ãðàëü-
íèé êóáèê òà âèð³øèâ ï³äêèäàòè éîãî, äîêè íå âèïàäå "6". Çíàé-
äåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ê³ëüêîñò³ êèäê³â, ÿê³ çðîáèòü áóõ-
ãàëòåð ï³ä ÷àñ â³äïî÷èíêó.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ïîçíà÷èìî âèïàäêîâó ê³ëüê³ñòü êèäê³â, ÿê³ çðî-
áèòü áóõãàëòåð, ÷åðåç ξ . Öÿ äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìàº

ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîä³ë ³ìîâ³ðíîñòåé. Îòæå, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî ξ
äîð³âíþâàòèìå ÷èñëó k N∈ , îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

1{ } kP k p qξ −= = ⋅ ,

äå 1q p= − ; ïðè÷îìó â íàøîìó ïðèêëàä³ 1
6p = . Òîìó äëÿ ìà-

òåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ξ  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  ìàòèìåìî
ôîðìóëó:

1 1

1 1

k k

k k

k pq p k qξ
∞ ∞

− −

= =

= =∑ ∑ .

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè 1

1

k

k

k q
∞

−

=
∑  ñêîðèñòàºìîñÿ âëàñòèâîñòÿ-

ìè çá³æíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿä³â:

1
2

1 1

1
1 (1 )

k k

k k

d d q
k q q

d q d q q q

∞ ∞
−

= =

  = = =   − −   
∑ ∑ .

Îòæå, 2

1
(1 )

p
pq

ξ = =
−

. Òîáòî ïðè 1
6p =  ìàòåìàòè÷íå ñïîä³-

âàííÿ ê³ëüêîñò³ êèäê³â, ÿê³ çðîáèòü áóõãàëòåð ï³ä ÷àñ â³äïî÷èí-
êó, òàêå: 6ξ = .

Ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ ê³ëüêîñò³ êèäê³â ξ
ïðîïîíóºìî îá÷èñëèòè ñàìîñò³éíî. Ïðèêëàä çàê³í÷åíî.
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4.5. Розподіл Пуассона

Ïðèïóñòèìî, ùî äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  ìîæå íà-
áèðàòè äîâ³ëüí³ çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè ö³ëèõ íåâ³ä’ºìíèõ ÷èñåë ç
éìîâ³ðíîñòÿìè { }np P nξ= = , ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

!

n

np e
n

λλ −= , {0, 1, 2, }n ∈ … ,

äå 0λ >  – çàäàíå ä³éñíå ÷èñëî. Òàêà äèñêðåòíà âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà íàçèâàºòüñÿ ïóàññîí³âñüêîþ, à ¿¿ çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñ-
òåé ïîâí³ñòþ âèçíà÷àºòüñÿ äîäàòíèì ïàðàìåòðîì λ .

Ïðî³ëþñòðóºìî ïóàññîí³âñüêèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñ-
òåé äëÿ âèïàäê³â, êîëè 3λ =  òà 5λ = .

Ðèñ. 4.3. Ïóàññîí³âñüêèé ðîçïîä³ë

Ïóàññîí³âñüêèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèêîðèñòîâóºòü-
ñÿ, çîêðåìà, äëÿ îïèñó ê³ëüêîñò³ îäíîòèïíèõ âèïàäê³â, ÿê³ ìî-
æóòü ñòàòèñÿ çà ïåâíèé ïðîì³æîê ÷àñó, ÿêùî âïðîäîâæ äîâ³ëü-
íîãî äîñèòü ìàëîãî ïðîì³æêó ÷àñó ìîæå ñòàòèñÿ ìàêñèìóì ëèøå
îäèí âèïàäîê, ïðè÷îìó óïðîäîâæ îäíîãî ïðîì³æêó ÷àñó äîâ³ëü-
íî¿ äîâæèíè ê³ëüê³ñòü âèïàäê³â, ÿê³ íà íüîìó ìîæóòü ñòàòèñÿ, íå

pn
n

λ = 0,3 λ = 0,5

0 0,049787 0,000912
1 0,149361 0,006383
2 0,224042 0,022341
3 0,224042 0,052129
4 0,168031 0,091226
5 0,100819 0,127717
6 0,050409 0,149003
7 0,021604 0,149003
8 0,008102 0,130377
9 0,002701 0,101405
10 0,00081 0,070983
11 0,000221 0,045171
12 5,52E-05 0,02635
13 1,27E-05 0,014188
14 2,73E-06 0,007094
15 5,46E-07 0,003311
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çàëåæèòü â³ä ¿õ ê³ëüêîñò³ íà áóäü-ÿêîìó ³íøîìó ÷àñîâîìó ïðîì³-
æêó; ïðèïóñêàºòüñÿ òàêîæ, ùî çàâæäè ñåðåäíÿ ê³ëüê³ñòü âèïàä-
ê³â çà îäèíèöþ ÷àñó º ïðàêòè÷íî ñòàëîþ.

Îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷è-
íè ξ , ùî ìàº ðîçïîä³ë Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ  – ìàòåìàòè÷íå
ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³ÿ – îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè, äîâå-
äåííÿ ÿêèõ ´ðóíòóºòüñÿ íà â³äîìîìó ðîçâèíåíí³ åêñïîíåíö³éíî¿

ôóíêö³¿ – 
0 !

n

n

e
n

λ λ∞

=

= ∑ :

0

[ ]
!

n

n

M n e
n

λλ
ξ λ

∞
−

=

= =∑ ,

( )2
0

[ ]
!

n

n

D n e
n

λλ
ξ λ λ

∞
−

=

= − =∑ .

Îòæå, ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìàº ðîçïîä³ë Ïóàññîíà, ¿¿
ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³ÿ çà âåëè÷èíàìè çá³ãàþòüñÿ
(àëå ð³çíÿòüñÿ çà îäèíèöÿìè âèì³ðó!).

ßêùî, íàïðèêëàä, äî êîíñóëüòàö³éíî¿ ô³ðìè çà îäèí òèæ-
äåíü, ùî ìàº 5 âîñüìèãîäèííèõ ðîáî÷èõ äí³â, â ñåðåäíüîìó çâå-
ðòàºòüñÿ 15 êë³ºíò³â, òîáòî â ñåðåäíüîìó ùîäíÿ äî íå¿ çâåðòà-
ºòüñÿ 3 êë³ºíòè ( 3λ = ), òîä³ éìîâ³ðíîñò³ { }kp P kξ= =  ïîä³é, ùî

óïðîäîâæ îäíîãî äíÿ äî ô³ðìè çàâ³òàº k  êë³ºíò³â
( 0, 1, 2, , 5k = … ), ìîæíà îö³íèòè òàê:

0
3

0

3
0,0498

0 !
p e−= ≈ , 

0
3

1

3
0,1494

1!
p e−= ≈ , 

0
3

2

3
0,2240

2!
p e−= ≈ ,

0
3

3

3
0,2240

3!
p e−= ≈ , 

0
3

4

3
0,1680

4 !
p e−= ≈ , 

0
3

5

3
0,1008

5!
p e−= ≈ .

Ó ñâîþ ÷åðãó, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî óïðîäîâæ îäíîãî äíÿ äî
êîíñóëüòàö³éíî¿ ô³ðìè çàâ³òàº á³ëüøå ï’ÿòè êë³ºíò³â, ñêëàäàº:

{ 5} 1 { 5} 1 (0.0498 0,1494 0,2240P Pξ ξ> = − ≤ = − + + +

0,2240 0,1680 0,1008) 0,0840+ + + = .
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4.6. Ілюстрація прикладного використання
закону Пуассона

Çàêîí ðîçïîä³ëó Ïóàññîíà àêòèâíî çàä³ÿíèé, çîêðåìà, ïðè
ìîäåëþâàíí³ ðîáîòè ð³çíîìàí³òíèõ ñèñòåì ìàñîâîãî îáñëóãîâó-
âàííÿ (ÑÌÎ) – àâòîçàïðàâíèõ ñòàíö³é, á³ëåòíèõ êàñ, ïåðóêà-
ðåíü òîùî.

Ïðèïóñòèìî, ùî äî äåÿêî¿ ÑÌÎ íàäõîäèòü ïåâíèé âèïàäêî-
âèé ïîò³ê çàïèò³â íà îáñëóãîâóâàííÿ, ÿêèé ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:

1) îðäèíàðí³ñòü – â êîæíèé îêðåìèé ìîìåíò ÷àñó äî ñèñòå-
ìè ìîæå íàä³éòè íå á³ëüøå îäíîãî çàïèòó;

2) â³äñóòí³ñòü ï³ñëÿä³¿ – äëÿ êîæíîãî ìîìåíòó ÷àñó ê³ëüê³ñòü
çàïèò³â, ÿê³ íàä³éäóòü ï³çí³øå, íå çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ çàïèò³â,
ÿê³ íàä³éøëè äî öüîãî ìîìåíòó ÷àñó ó ìèíóëîìó;

3) ñòàö³îíàðí³ñòü – éìîâ³ðí³ñòü íàäõîäæåííÿ äî ñèñòåìè ïå-
âíî¿ ê³ëüêîñò³ çàïèò³â çà äåÿêèé ïðîì³æîê ÷àñó çàëåæèòü ëèøå
â³ä äîâæèíè öüîãî ïðîì³æêà òà íà çàëåæèòü â³ä ìîìåíòó ÷àñó,
êîëè ïî÷èíàºòüñÿ öåé ïðîì³æîê.

Â òåîð³¿ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ âèïàäêîâèé ïîò³ê çàïèò³â,
ÿêèé çàäîâîëüíÿº çàçíà÷åí³ òðè âëàñòèâîñò³, íàçèâàºòüñÿ íàé-
ïðîñò³øèì.

Îáåðåìî äîâ³ëüíå ÷èñëî 0t ≥  òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )tξ  ê³ëü-
ê³ñòü çàïèò³â íàéïðîñò³øîãî âèïàäêîâîãî ïîòîêó, ÿê³ íàä³éäóòü
äî ÑÌÎ çà ïðîì³æîê ÷àñó [0, ]t . Öå – äèñêðåòíà âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà, ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ÿêî¿ º ñóêóïí³ñòü óñ³õ íå-
â³ä’ºìíèõ ö³ëèõ ÷èñåë. Ç’ÿñóºìî çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé
ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Äëÿ öüîãî ïîòð³áíî çíàéòè óñ³ çàëåæ-
í³ â³ä ÷àñó t  ôóíêö³¿: ( ) { ( ) }kp t P t kξ= = , 0, 1, 2,k = … , çíà÷åííÿ

ÿêèõ äëÿ êîæíîãî ìîìåíòó ÷àñó 0t ≥  ÿêðàç ³ ïîêàçóþòü éìîâ³ðíîñò³
óñ³õ â³äïîâ³äíèõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ( )tξ .

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî ìîìåíòó ÷àñó 0t ≥  ñïðàâäæó-
þòüñÿ íåð³âíîñò³: 0 ( ) 1kp t≤ ≤  äëÿ âñ³õ çíà÷åíü 0, 1, 2,k = … , à

òàêîæ ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü ( ) 1k
k o

p t
+∞

=

=∑ . Îêð³ì öüîãî, âðàõóºìî ìà-

òåìàòè÷í³ âëàñòèâîñò³ íàéïðîñò³øîãî âèïàäêîâîãî ïîòîêó çàïè-
ò³â íà îáñëóãîâóâàííÿ.
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Îðäèíàðí³ñòü ïîòîêó îçíà÷àº, ùî äëÿ ïðîì³æêó ÷àñó [0, ]t∆
íåñê³í÷åííî ìàëî¿ äîâæèíè 0t∆ >  éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî äî ñè-
ñòåìè íàä³éäå òî÷íî îäèí çàïèò, º íåñê³í÷åííî ìàëîþ îäíîãî
ïîðÿäêó ìàëîñò³ ç t∆ : 1( ) ( )p t t o tλ∆ = ∆ + ∆ , à éìîâ³ðí³ñòü òîãî,
ùî çà öåé ïðîì³æîê íàä³éäå á³ëüøå îäíîãî çàïèòó, – íåñê³í÷åííî

ìàëîþ âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³, àí³æ t∆ : 
2

( ) ( )k
k

p t o t
+∞

=

∆ = ∆∑ . Ç

öüîãî âèïëèâàº òàêîæ, ùî 0( ) 1 ( )p t t o tλ∆ = − ∆ + ∆ .
Â³äñóòí³ñòü ï³ñëÿä³¿ îçíà÷àº, ùî ïîä³¿, ïîâ’ÿçàí³ ç íàäõî-

äæåííÿì äî ñèñòåìè ïåâíèõ ê³ëüêîñòåé çàïèò³â íà ïðîì³æêàõ
÷àñó, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, º íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè ïîä³ÿìè.

Ñòàö³îíàðí³ñòü ïîòîêó çàïèò³â, ó ñâîþ ÷åðãó, äîçâîëÿº áðàòè
äî óâàãè ëèøå äîâæèíó ïåâíîãî ïðîì³æêó ÷àñó, íå çâåðòàþ÷è
óâàãó íà ìîìåíò ÷àñó, êîëè öåé ïðîì³æîê ðîçïî÷èíàºòüñÿ.

Îòæå, âëàñòèâîñò³ â³äñóòíîñò³ ï³ñëÿä³¿ òà ñòàö³îíàðíîñò³ äî-

çâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî 
0

( ) ( ) ( )
k

k k l l
l

p t t p t p t−
=

+ ∆ = ∆∑  äëÿ âñ³õ

0, 1, 2,k = … .

Çîêðåìà, ïðè 0k =  îäåðæèìî: 0 0 0( ) ( ) ( )p t t p t p t+ ∆ = ∆  òà, ç
óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñò³ îðäèíàðíîñò³:

0 0( ) ( )(1 ( ) )p t t p t t o tλ+ ∆ = − ∆ + ∆ .

Ç ö³º¿ ð³âíîñò³ îäåðæèìî:

0 0
0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

p t t p t o t
p t p t

t t
λ

+ ∆ − ∆
= − +

∆ ∆
.

Ï³ñëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèö³ ïðè 0t∆ →  ìàòèìåìî: 0( )p t′ =

0( )p tλ= − .
Ðîçâ’ÿçêîì öüîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ, ç î÷åâèäíîþ

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 0(0) 1p = , º òàêèé: 0( ) tp t e λ−= .

Â ñâîþ ÷åðãó, ïðè 1k ≥  îäåðæèìî:

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k kp t t p t p t p t p t o t−+ ∆ = ∆ + ∆ + ∆ =

1( ) (1 0( ) ) ( ) ( 0( ) ) ( )k kp t t t p t t t o tλ λ−= − ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ,
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ùî ï³ñëÿ ä³ëåííÿ íà t∆  òà ïåðåõîäó äî ãðàíèö³ ïðè 0t∆ →  ïðè-
çâåäå äî ñèñòåìè ðåêóðåíòíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü: ( )kp t′ =

1( ) ( )k kp t p tλ λ −= − + , 1, 2,k = … , ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè 0(0) 1p =
òà (0) 0kp = , 1, 2,k = … .

Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè ðåêóðåíòíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü

íàñòóïíèé: 
( )( )

( )
!

k t

k

t e
p t

k

λλ −

= , 1, 2,k = … .

Çíàéøëè çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ ê³ëüêîñò³
çàïèò³â íàéïðîñò³øîãî âèïàäêîâîãî ïîòîêó, ÿê³ íàä³éäóòü äî ÑÌÎ
çà ïðîì³æîê ÷àñó [0, ]t , òîáòî çàêîí ðîçïîä³ëó äîñë³äæóâàíî¿ âè-

ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ( )tξ :

( )( )
( )

!

k t

k

t e
p t

k

λλ −

= , 0, 1, 2,k = … .

Öå ïîâí³ñòþ â³äïîâ³äàº ïóàññîí³âñüêîìó çàêîíó, ïàðàìåòð
ÿêîãî äîð³âíþº äîáóòêó tλ . Çîêðåìà, ê³ëüê³ñòü çàïèò³â, ÿê³ íà-
ä³éäóòü íà îáñëóãîâóâàííÿ çà äîâ³ëüíèé ïðîì³æîê ÷àñó îäèíè÷-
íî¿ äîâæèíè ( 1t = ), º âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ðîçïîä³ëåíîþ çà
çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì 0λ > , ùî õàðàêòåðèçóº ³íòåí-
ñèâí³ñòü ïîòîêó – ñåðåäíþ ê³ëüê³ñòü íàäõîäæåíü çàïèò³â çà îäè-
íèöþ ÷àñó. Òîæ íå äèâíî, ùî íàéïðîñò³øèé (òîáòî îðäèíàðíèé,
ç â³äñóòí³ñòþ ï³ñëÿä³¿ òà ñòàö³îíàðíèé) âèïàäêîâèé ïîò³ê çàïèò³â
íà îáñëóãîâóâàííÿ íàçèâàþòü ïóàññîí³âñüêèì.

4.7. Пуассонівський розподіл
як апроксимація біноміального

Ùîäî ïóàññîí³âñüêîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé äîâå-
äåíî, ùî â³í º ïðèéíÿòíîþ àïðîêñèìàö³ºþ á³íîì³àëüíîãî ðîç-
ïîä³ëó Áåðíóëë³ ó âèïàäêó, êîëè ê³ëüê³ñòü â³äòâîðþâàíü êîìïëå-
êñó óìîâ – n  – º âåëèêîþ, éìîâ³ðí³ñòü íàñòàííÿ âèïàäêîâî¿
ïîä³¿ A  ó êîæíîìó ç âèïðîáóâàíü – p  – äóæå ìàëîþ, à äîáó-
òîê n p  – â³äíîñíî íåâåëèêèé. Òàêîþ àïðîêñèìàö³ºþ ðåêîìåí-

äóþòü êîðèñòóâàòèñÿ ïðè 30n ≥ , 0,1p ≤  òà 5n p ≤ . Ó ðàç³ âèêî-

íàííÿ öèõ óìîâ ïàðàìåòð λ  ïóàññîí³âñüêîãî ðîçïîä³ëó ïîòð³áíî
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ïîêëàñòè òàêèì, ùî äîð³âíþº äîáóòêó n p , ïðè÷îìó ïîõèáêà

àïðîêñèìàö³¿ íå ïåðåâèùóâàòèìå âåëè÷èíè 2n p .
Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî â ñòðàõîâ³é êîìïàí³¿ çàñòðàõî-

âàíî 300 àâòîìîá³ë³â ( 300n = ), ïðè÷îìó éìîâ³ðí³ñòü íàñòàííÿ
ñòðàõîâîãî âèïàäêó çà êîæíèì ³ç äîãîâîð³â ñòðàõóâàííÿ äîð³â-
íþº 0,001 ( 0,001p = ). Òîä³ éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî ñòðàõîâ³é
êîìïàí³¿ äîâåäåòüñÿ 5 ðàç³â âèïëà÷óâàòè ñòðàõîâ³ â³äøêîäóâàí-
íÿ, îá÷èñëåíà çã³äíî çàêîíó Áåðíóëë³, äîð³âíþâàòèìå:

5 300 5
5

300 !
0,001 (1 0,001) 0,00001458

5! (300 5)!
p −= ⋅ ⋅ − ≈

⋅ −
.

Íàáëèæåíà îö³íêà ö³º¿ æ ³ìîâ³ðíîñò³, îá÷èñëåíà çã³äíî çàêî-
íó Ïóàññîíà, º òàêîþ (âðàõóºìî, ùî 300 0,001 0,3n pλ = = ⋅ = ):

5
0,3

5

0,3
0,00001500

5!
p e−= ≈ ,

òîáòî â³äíîñíà ïîõèáêà àïðîêñèìàö³¿ çàðàç º ìåíøîþ â³ä 3%,
ùî âèÿâèëîñÿ íàâ³òü çíà÷íî êðàùèì ó ïîð³âíÿíí³ ç îö³íêîþ
àáñîëþòíî¿ ïîõèáêè àïðîêñèìàö³¿ 2 2300 0,001 0,0003n p = ⋅ = .

4.8. Локальна теорема Муавра-Лапласа
про апроксимацію біноміальних імовірностей

Îêð³ì àïðîêñèìàö³¿ á³íîì³àëüíîãî ðîçïîä³ëó ïóàññîí³âñü-
êèì, ó âèïàäêàõ, êîëè ê³ëüê³ñòü âèïðîáóâàíü n  º äóæå âåëèêîþ,
à éìîâ³ðí³ñòü p  íàñòàííÿ âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ A  ó êîæíîìó ç âè-

ïðîáóâàíü òà éìîâ³ðí³ñòü (1 )p− , ùî ïîä³ÿ A  íå ñòàíåòüñÿ â òà-

êîìó âèïðîáóâàíí³, íå º äóæå ìàëèìè ( 0,1 0,9p≤ ≤ ), ïðè÷îìó

äîáóòîê (1 )n p p−  äîñèòü âåëèêèé, éìîâ³ðí³ñòü, ùî ïîä³ÿ A  â³ä-

áóäåòüñÿ k  ðàç, ìîæå íàáëèæåíî áóòè îá÷èñëåíà, çã³äíî ëîêàëü-

íî¿ òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà, çà ôîðìóëîþ: 
( )

(1 )
k

f t
p

n p p
≈

−
, äå

(1 )

k n p
t

n p p

−
=

−
 ³ 

2

21
( )

2

t

f t e
π

−
= .
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Íàïðèêëàä, ïðè 500n =  ³ 0,2p =  äîáóòîê 100n p⋅ =  º âåëè-

êèì, âåëèêèì º ³ äîáóòîê (1 ) 80n p p⋅ − = . Òîìó àïðîêñèìàö³þ
á³íîì³àëüíèõ éìîâ³ðíîñòåé áóäåìî âèêîíóâàòè íå çà ïóàññîí³âñü-
êèì çàêîíîì, à ç âèêîðèñòàííÿì âèùåíàâåäåíî¿ ôîðìóëè ëîêàëü-
íî¿ òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà.

Ñêàæ³ìî, ïðè 90k =  îäåðæèìî:

90 500 0,2 10
1,118

500 0,2 0,8 80
t

− ⋅
= = − ≈ −

⋅ ⋅
³

2( 1,118)
21

( 1,118) 0,21354
2

f e
π

−
−

− = ≈ ,

òîìó 80

0,21354
0,0239

80
p ≈ ≈ .

Âîäíî÷àñ òî÷íå çíà÷åííÿ ö³º¿ éìîâ³ðíîñò³, îá÷èñëåíå çã³äíî
á³íîì³àëüíîãî çàêîíó, äîð³âíþº:

90 90 500 90 90 410
90 500

500 !
(1 ) 0,2 0,8 0,0244

90 ! 410 !
p C p p −= − = ⋅ ⋅ ≈

⋅
,

òîáòî â³äíîñíà ïîõèáêà îá÷èñëåíü º ö³ëêîì ïðèéíÿòíîþ, îñê³ëüêè

ñêëàäàº 
0,0244 0,0239

100 2,1
0,0239

−
⋅ =  (â³äñîòêè).

4.9. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

4.9.1. Ðèíêîâà ö³íà ïðîäóêö³¿ íàéáëèæ÷èì ÷àñîì ç îäíàêî-
âîþ éìîâ³ðí³ñòþ ìîæå çá³ëüøèòèñÿ àáî íà 1 %, àáî íà 2 %, àáî
íà 3 %, ³ òàê äàë³, àáî æ íà 10 %. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³-
âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ âèïàäêîâîãî â³äñîòêà ìîæëè-
âîãî çá³ëüøåííÿ ö³íè.

4.9.2. Ñàí³òàðíèé ³íñïåêòîð ïåðåâ³ðÿº ìåðåæó òîðã³âåëüíèõ
ê³îñê³â ï³äïðèºìñòâà "Íàøà ðèáà" äî âèÿâëåííÿ ïåðøîãî ãðó-
áîãî ïîðóøåííÿ ñàí³òàðíî-ã³ã³ºí³÷íèõ íîðì. Éìîâ³ðí³ñòü, ùî â
êîæíîìó îêðåìîìó ê³îñêó âñ³õ ñàí³òàðíèõ âèìîã íå äîòðèìàíî,
äîð³âíþº 0,015. Çíàéòè çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêî-
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âî¿ ê³ëüêîñò³ ê³îñê³â, ÿê³ ïåðåâ³ðèòü ³íñïåêòîð, îá÷èñëèòè ÷èñ-
ëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.

4.9.3. Ùîá çíÿòè ãðîø³ ç êàðòêîâîãî ðàõóíêó, îñîáà âèð³øèëà
ñêîðèñòàòèñÿ áàíêîìàòîì. ßêùî áàíêîìàò âèÿâèòüñÿ íåñïðàâ-
íèì, îñîáà ï³äå äî ³íøîãî áàíêîìàòó. Éìîâ³ðí³ñòü, ùî êîæíèé
îêðåìèé áàíêîìàò áóäå ñïðàâíèì, äîð³âíþº 0,9. Ââàæàþ÷è, ùî
áàíêîìàòè ìîæóòü âèéòè ç ëàäó íåçàëåæíî îäèí â³ä îäíîãî, îá-
÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ âè-
ïàäêîâî¿ ê³ëüêîñò³ áàíêîìàò³â, äî ÿêèõ çâåðòàòèìåòüñÿ îñîáà,
ùîá îòðèìàòè ãðîø³.

4.9.4. Òîâàðîçíàâåöü îãëÿäàº 40 çðàçê³â íîâîãî òîâàðó. Éìî-
â³ðí³ñòü, ùî êîæíèé îêðåìèé çðàçîê áóäå ñõâàëåíèé äî ïðîäà-
æó, äîð³âíþº 0,8. ßêó íàé³ìîâ³ðí³øó ê³ëüê³ñòü çðàçê³â áóäå ñõâà-
ëåíî äî ïðîäàæó?

Âêàç³âêà. Îá´ðóíòóâàòè, ùî äëÿ ðîçïîä³ëåíî¿ çà çàêîíîì Áå-
ðíóëë³ ç ïàðàìåòðàìè n  ³ p  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  íàé³ìîâ³ð-

í³øå ¿¿ çíà÷åííÿ k  çàäîâîëüíÿº íåð³âíîñò³: n p q k n p p− ≤ ≤ + ,

äå 1q p= − .
4.9.5. Ó ðîçäð³áíó ìåðåæó ç 8 ê³îñê³â, ðîçòàøîâàíèõ â ð³çíèõ

ðàéîíàõ ì³ñòà, íàä³éøîâ íîâèé òîâàð. Éìîâ³ðí³ñòü, ùî â êîæ-
íîìó îêðåìîìó ê³îñêó ðåàë³çàö³ÿ òîâàðó áóäå óñï³øíîþ, äîð³â-
íþº 0,75. Ïîáóäóâàòè çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿
ê³ëüêîñò³ ê³îñê³â â ÿêèõ ðåàë³çàö³ÿ òîâàðó íå ìàòèìå óñï³õó.

4.9.6. Â ¿äàëüí³ º 5 õîëîäèëüíèê³â. Éìîâ³ðí³ñòü âèõîäó ç ëàäó
êîæíîãî õîëîäèëüíèêà óïðîäîâæ ðîêó äîð³âíþº 0,2. Çíàéòè
éìîâ³ðíîñò³ ïîä³é, ùî âïðîäîâæ ðîêó ïîòð³áíî áóäå ðåìîíòóâà-
òè: íå ìåíøå äâîõ õîëîäèëüíèê³â, òðè õîëîäèëüíèêè, íå á³ëüøå
÷îòèðüîõ õîëîäèëüíèê³â.

4.9.7. Ñåðåäíÿ ê³ëüê³ñòü âàíòàæíèõ ìàøèí, ÿê³ ïðèâîçÿòü òî-
âàðè äî ñóïåðìàðêåòó, ñêëàäàº 3 àâòîìîá³ë³ çà îäíó ãîäèíó. Àâ-
òîìàøèíè ïðèáóâàþòü ó âèïàäêîâ³ ìîìåíòè ÷àñó, íåçàëåæíî
îäèí â³ä îäíîãî. ßêà éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî çà ãîäèíó ïðèáóäå
ïîíàä 4 àâòîìàøèíè?

4.9.8. Ñåðåäíÿ ùîäîáîâà ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü íà ðåìîíò, ùî
íàäõîäÿòü äî ïðèâàòíîãî ï³äïðèºìñòâà "Äîìàøí³é ìàéñòåð", äî-
ð³âíþº 3. Ââàæàþ÷è ïîò³ê çàìîâëåíü ïóàññîí³âñüêèì, îá÷èñëèòè
éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî çà òèæäåíü (7 äí³â) äî ï³äïðèºìñòâà íà-
ä³éäå â³ä 20 äî 22 çàìîâëåíü íà ðåìîíò.
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4.9.9. Ê³ëüê³ñòü áàíêîìàò³â, ÿê³ âñòàíîâèâ áàíê, äîð³âíþº 15.
Éìîâ³ðí³ñòü, ùî êîæíèé îêðåìèé áàíêîìàò º ñïðàâíèì, äîð³âíþº
0,99. Ñåðåäíÿ âàðò³ñòü ðåìîíòó íåñïðàâíîãî áàíêîìàòà – 100
ãðîøîâèõ îäèíèöü. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà ñòàí-
äàðòíå â³äõèëåííÿ âèòðàò íà ðåìîíò óñ³õ íåñïðàâíèõ áàíêîìàò³â.

4.9.10. Ìàëå ï³äïðèºìñòâî, ÿêå íàäàº ïîñëóãè ³ç çàñêëåííÿ
áàëêîí³â, ìàº 5 áðèãàä. Ùîäåííà ê³ëüê³ñòü çàìîâëåíü, ÿê³ íàä-
õîäÿòü äî ï³äïðèºìñòâà, ìàº ðîçïîä³ë Ïóàññîíà ³ç ñåðåäí³ì çíà-
÷åííÿì 4. Îá÷èñë³òü ñåðåäíþ íà ì³ñÿöü ê³ëüê³ñòü äí³â, êîëè
îêðåìèì êë³ºíòàì áóäå â³äìîâëåíî â îáñëóãîâóâàíí³ ÷åðåç áðàê
âèêîíàâö³â.
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Л Е К Ц І Я 5

ВАЖЛИВІ РОЗПОДІЛИ
НЕПЕРЕРВНИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

5.1. Рівномірний розподіл
5.2. Бета розподіл
5.3. Трикутний розподіл
5.4. Показниковий (експоненційний) розподіл
5.5. Нормальний розподіл (розподіл Гаусса)
5.6. Властивості нормально розподіленої випадкової величини
5.7. Поняття про моменти випадкової величини
5.8. Завдання для практичних занять і самостійної роботи студентів

Äëÿ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí îïðàöþºìî, íàñàìïåðåä,
ð³âíîì³ðíèé, áåòà, òðèêóòíèé, ïîêàçíèêîâèé òà íîðìàëüíèé ðîç-
ïîä³ëè.

5.1. Рівномірний розподіл

Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàçèâàºòüñÿ ð³âíîì³ðíî ðîç-

ïîä³ëåíîþ íà â³äð³çêó îáìåæåíî¿ äîâæèíè [ , ]a b , ÿêùî ¿¿ ôóíêö³ÿ

ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ( )f x  º ñòàëîþ íà öüîìó â³äð³çêó ³, â³äïî-

â³äíî, ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )F x  º ë³í³éíîþ íà [ , ]a b
(ðèñ. 5.1).

Îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè íåïåðåðâíî¿ ð³âíîì³ðíî ðîçïî-
ä³ëåíî¿ íà â³äð³çêó [ , ]a b  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  íàñòóïí³:

• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ: 
2

b

a

x dx a b
b a

ξ
+

= =
−∫ ,

• äèñïåðñ³ÿ: 

2

2
2 ( )2

12

b

a

a b
x

b a
dx

b aξσ

+ −  − = =
−∫ ,

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ: 0,289 ( )
2 3

b a
b aξσ

−
= ≈ ⋅ − .

Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî áóõãàëòåð äîáèðàºòüñÿ äî ðîáîòè
çà 35...40 õâèëèí, ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé ÷àñ ó öèõ ìåæàõ º ð³âíîéìî-
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0, [ , ] ,

( )
1

, ;

x a b

f x

a x b
b a

∉
= 
 ≤ ≤ −

0, ,

, ,
( )

1, .

x a

x a
a x b

F x b a

b x

<


 −

≤ ≤= −



<



Ðèñ. 5.1. Íåïåðåðâíèé ð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë

â³ðíèìè. ßêùî áóõãàëòåð âèéøîâ ç äîìó î 823, òîä³ éìîâ³ðí³ñòü
ïîä³¿, ùî â³í ç’ÿâèòüñÿ íà ðîáîò³ ï³çí³øå 900, äîð³âíþº:
40

37

0,6
40 35

dx
=

−∫ .

5.2. Бета розподіл

Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàçèâàºòüñÿ áåòà-ðîçïîä³-

ëåíîþ (çàïèñóþòü òàêîæ: β -ðîçïîä³ëåíîþ) íà â³äð³çêó [ , ]a b ,

ÿêùî ¿¿ ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ( )f x  º îäíîâåðøèííîþ
íà öüîìó â³äð³çêó òà íåë³í³éíî çìåíøóºòüñÿ äî íóëÿ ïî ì³ð³ â³ä-
õèëåííÿ àðãóìåíòó â³ä òî÷êè ñâîãî ìàêñèìóìó äî ãðàíè÷íèõ
çíà÷åíü, ïðè÷îìó àíàë³òè÷íèé âèãëÿä ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ð-
íîñòåé íàñòóïíèé:
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0, [ , ] ,

( )

( ) ( ) , ;

x a b

f x

B x a b x a x bα γ

∉
= 
 − − ≤ ≤

äå ñòàëà B  º òàêîþ: 
1

( ) ( )
b

a

B x a b x d xα γ
−

 
= − − 
 
∫ .

Ùîäî ÷èñëîâèõ ïàðàìåòð³â α  ³ γ  áåòà-ðîçïîä³ëó ââàæàòèìåìî,

ùî 0α >  òà 0γ > . Â åêîíîì³÷íèõ äîñë³äæåííÿõ ÷àñòî âèêîðèñ-

òîâóþòü íàñòóïí³ çíà÷åííÿ öèõ ïàðàìåòð³â: àáî 2 2α = +  òà

2 2γ = − , àáî æ 2 2α = −  òà 2 2γ = + .
Íàâåäåìî ãðàô³ê ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé íåïåðåðâíî¿

âèïàäêîâî¿ áåòà-ðîçïîä³ëåíî¿ íà â³äð³çêó [3, 10] âåëè÷èíè ïðè

2 2 0,585786α = − ≈  ³ 2 2 3,414214γ = + ≈  (ðèñ. 5.2).
Îñíîâíèìè ÷èñëîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè íåïåðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿

âåëè÷èíè ξ , ùî ìàº íà â³äð³çêó [ , ]a b  áåòà-ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðà-
ìè α  ³ γ , º òàê³:

• ì³í³ìàëüíå (ì³í³ìàëüíî ìîæëèâå) çíà÷åííÿ: minx a= ;
• ìîäàëüíå (íàé³ìîâ³ðí³øå – â ÿêîìó ù³ëüí³ñòü éìîâ³ðíîñ-

òåé ìàêñèìàëüíà) çíà÷åííÿ: mod b a
x

α γ
α γ
+

=
+

;

• ìàêñèìàëüíå (ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå) çíà÷åííÿ: maxx b= ;

Ðèñ. 5.2. Áåòà-ðîçïîä³ë
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• î÷³êóâàíå çíà÷åííÿ (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ):

(1 ) (1 )
2

b aα γ
ξ

α γ
+ + +

=
+ +

;

• äèñïåðñ³ÿ: 
2

2
2

( ) ( 1)( 1)
( 3)( 2)

b a
ξ

α γ
σ

α γ α γ
− + +

=
+ + + +

.

Ïðè øèðîêîâæèâàíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â 2 2α = ±  òà

2 2γ = ∓  ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê âè-

ïàäêîâî¿ áåòà-ðîçïîä³ëåíî¿ âåëè÷èíè ξ  ñïðîùóþòüñÿ òà íàáè-
ðàþòü âèãëÿä:

• î÷³êóâàíå çíà÷åííÿ: 
min mod max4

6
x x x

ξ
+ +

= ;

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ: 
max min

6
x x

ξσ
−

= .

Íàïðèêëàä, ÿêùî ìàéáóòí³é ïðèáóòîê ï³äïðèºìñòâà ââàæàºòüñÿ
áåòà-ðîçïîä³ëåíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ì³í³ìàëüíî ìîæëèâèì
çíà÷åííÿì 10 òèñ. ãðîøîâèõ îäèíèöü, íàé³ìîâ³ðí³øèì çíà÷åí-
íÿì 13 òèñ. ãðîøîâèõ îäèíèöü òà ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì çíà-
÷åííÿì 19 òèñ. ãðîøîâèõ îäèíèöü, òîä³ ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³
ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ öüîãî âèïàäêîâîãî ïðèáóòêó ìîæíà

îö³íèòè âåëè÷èíîþ 
10 4 13 19

13,5
6

+ ⋅ +
=  òèñ. ãðîøîâèõ îäèíèöü,

à ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ – âåëè÷èíîþ 
19 10

1,5
6
−

=  òèñ. ãðîøîâèõ

îäèíèöü.

5.3. Трикутний розподіл

Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàçèâàºòüñÿ ðîçïîä³ëåíîþ

çà òðèêóòíèì çàêîíîì íà â³äð³çêó [ , ]a b , ÿêùî ¿¿ ôóíêö³ÿ ù³ëüíî-
ñò³ º îäíîâåðøèííîþ íà öüîìó â³äð³çêó òà ë³í³éíî çìåíøóºòüñÿ
äî íóëÿ ïðîïîðö³éíî â³äõèëåííÿì àðãóìåíòó â³ä ñâîãî ìîäàëü-
íîãî äî ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü. Àíàë³òè÷íèé âèãëÿä ôóíêö³¿ ù³ëü-
íîñò³ éìîâ³ðíîñòåé òàêî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè íàñòóïíèé:
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0, ÿêùî àáî ;

2( ) ÿêùî ;
( ) ,

( )( )

2(( ) ÿêùî ,
,

( )( )

x a x b

x a a x c
f x

b a c a

b x c x b
b a b c

 < >


 − ≤ ≤

=  − −
 − ≤ ≤


− −

äå ( , )ñ a b∈  - ìîäàëüíå (íàé³ìîâ³ðí³øå) çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¿

òðèêóòíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , òîáòî òàêå ¿¿
çíà÷åííÿ, çà ÿêîãî ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé
íàáèðàº íà â³äð³çêó [ ],a b  ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, ùî

äîð³âíþº 
2

b a−
.

Íàïðèêëàä, ãðàô³ê ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé
íåïåðåðâíî¿ òðèêóòíî ðîçïîä³ëåíî¿ íà â³äð³çêó [ ],a b  âèïàäêîâî¿

âåëè÷èíè ç ì³í³ìàëüíî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì 1a = − , ìàêñèìàëüíî
ìîæëèâèì 7b =  òà ìîäàëüíèì çíà÷åííÿì 5c =  ìàòèìå âèãëÿä,
ùî ïîêàçàíèé íà ðèñ 5.3.

Çâåðí³òü óâàãó, ùî ìîäàëüíå çíà÷åííÿ c  íåïåðåðâíî¿ òðèêóòíî
ðîçïîä³ëåíî¿ íà â³äð³çêó [ ],a b  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  ìîæå áóòè

äîâ³ëüíèì ÷èñëîì ç ³íòåðâàëó ( , )a b , à íå ëèøå éîãî öåíòðàëü-

Ðèñ. 5.3. Òðèêóòíèé ðîçïîä³ë
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íîþ òî÷êîþ 
2

a b+
. Âîäíî÷àñ â áàãàòüîõ ïîñ³áíèêàõ ç òåîð³¿

éìîâ³ðíîñòåé òðèêóòíèì íàçèâàºòüñÿ ëèøå ñèìåòðè÷íèé òðèêóò-

íèé ðîçïîä³ë, êîëè 
2

a b
c

+
= . Öåé ñèìåòðè÷íèé òðèêóòíèé ðîç-

ïîä³ë ìàº òàêîæ íàçâó ðîçïîä³ëó Ñ³ìïñîíà.
Îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè íåïåðåðâíî¿ òðèêóòíî ðîçïîä³-

ëåíî¿ íà â³äð³çêó [ ],a b  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , ÿêà ìàº ìîäàëüíå

çíà÷åííÿ ( , )c a b∈ , îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ: 
3

a c b
ξ

+ +
= ;

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ: 
2 2 2( ) ( ) ( )

6
b a c a b c

ξσ
− + − + −

= .

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàéáóòí³é ïðèáóòîê ï³äïðèºìñòâà ââàæà-
ºòüñÿ, ç îãëÿäó íà âèðîáíè÷³ òà ðèíêîâ³ ðèçèêè, âèïàäêîâîþ âå-
ëè÷èíîþ ç ì³í³ìàëüíî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì 10 òèñ. ãðîøîâèõ
îäèíèöü, íàé³ìîâ³ðí³øèì çíà÷åííÿì 13 òèñ. ãðîøîâèõ îäèíèöü
òà ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì 19 òèñ. ãðîøîâèõ îäè-
íèöü. Ó ïðèïóùåíí³ ïðî òðèêóòíèé ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé
öüîãî âèïàäêîâîãî ïðèáóòêó éîãî î÷³êóâàíèé ð³âåíü îö³íþâàòè-

ìåòüñÿ â 
10 13 19

14
3

+ +
=  òèñ. ãðîøîâèõ îäèíèöü, à ñòàíäàðòíå

â³äõèëåííÿ – â 
2 2 2(19 10) (13 10) (19 13)

1,87
6

− + − + −
≈  òèñ. ãðî-

øîâèõ îäèíèöü.

5.4. Показниковий (експоненційний) розподіл

Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ , ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ
çíà÷åíü ÿêî¿ º ëèøå âñ³ íåâ³ä’ºìí³ ÷èñëà, íàçèâàºòüñÿ ðîçïîä³ëåíîþ
çà ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì 0λ > , ÿêùî âîíà ìàº òàêó
ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé:

0, 0,
( )

0.,x

x
f x

xe λλ −

<
=  ≥
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Ïîêàçíèêîâèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé íàçèâàþòü òàêîæ
åêñïîíåíö³éíèì. Ãðàô³êè ôóíêö³é ù³ëüíîñò³ åêñïîíåíö³éíîãî ðîç-
ïîä³ëó ç äåÿêèìè îêðåìèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðà λ íàâåäåí³ íà
ðèñ. 5.4.

Ðèñ. 5.4. Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîä³ë

Îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè íåïåðåðâíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷è-
íè ξ , ðîçïîä³ëåíî¿ çà ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì 0λ > ,
îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ: 
1

[ ]M ξ
λ

= ;

• äèñïåðñ³ÿ: 2

1
[ ]D ξ

λ
= ;

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ: 
1

[ ]σ ξ
λ

= .

Îòæå, ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìàº åêñïîíåíö³éíèé ðîçïî-
ä³ë, ¿¿ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ çá³ãà-
þòüñÿ, ïðè÷îìó ìàþòü íå ëèøå îäíàêîâ³ ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ, à
òàêîæ ³ îäíàêîâ³ îäèíèö³ âèì³ðó.

ßêùî, íàïðèêëàä, äî ñèñòåìè ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ ç ³í-
òåíñèâí³ñòþ 0λ >  íàäõîäèòü âèïàäêîâèé ïóàññîí³âñüêèé ïîò³ê
çàïèò³â, òîä³ ÷àñ τ  ì³æ ìîìåíòàìè íàäõîäæåííÿ äâîõ ñóñ³äí³õ
çàïèò³â º íåïåðåðâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ùî ìàº ôóíê-
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ö³þ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( ) 1 tF t e λ−= − , 0t ≥ , ³, â³äïîâ³äíî,

ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ ( ) tf t e λλ −= , 0t ≥ ; öå ÿêðàç ³ â³äïîâ³äàº åêñïî-
íåíö³éíîìó çàêîíó ðîçïîä³ëó ç òàêèì ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì äîâ-
æèíè ÷àñîâîãî ïðîì³æêó ì³æ íàäõîäæåííÿìè äâîõ ñóñ³äí³õ çà-

ïèò³â, ÿêå º îáåðíåíèì äî ³íòåíñèâíîñò³ λ : 
1

τ
λ

= .

5.5. Нормальний розподіл (розподіл Гаусса)

Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ , ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà-
÷åíü ÿêî¿ º âñÿ ÷èñëîâà â³ñü, íàçèâàºòüñÿ ðîçïîä³ëåíîþ çà íîðìà-
ëüíèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðàìè µ  òà σ , äå µ  – äîâ³ëüíå, à σ  –
äîâ³ëüíå äîäàòíå ÷èñëî, ÿêùî ¿¿ ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó
³ìîâ³ðíîñòåé íàñòóïíà:

2

2
( )

21
( ) ,

2

x

f x e x
µ

σ

σ π

−
−

= − ∞ < < +∞ .

Ãðàô³êè ôóíêö³é ù³ëüíîñò³ ³ìîâ³ðíîñòåé íîðìàëüíî ðîçïîä³-
ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ïðè 3µ =  òà çíà÷åííÿõ 2σ =  ³

5σ =  ìàþòü íàâåäåí³ íà ðèñ. 5.5.

Çì³ñò ïàðàìåòð³â µ  ³ σ  íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿

âåëè÷èíè ξ  ñòàº î÷åâèäíèì, ÿêùî îá÷èñëèòè ¿¿ îñíîâí³ ÷èñëîâ³
õàðàêòåðèñòèêè:

Ðèñ. 5.5. Íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë
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• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ: [ ]M ξ µ= ;

• äèñïåðñ³ÿ: 2[ ]D ξ σ= ;

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ: [ ]σ ξ σ= .

5.6. Властивості нормально розподіленої випадкової величини

Íîðìàëüíèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé íà ïðàêòèö³ âè-
êîðèñòîâóþòü äîñèòü ÷àñòî. Öå ïîÿñíþºòüñÿ, çîêðåìà, òèì, ùî
áóäü-ÿêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà º ñóìîþ âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ³íøèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, êîæíà ç ÿêèõ íåñóòòºâî âïëèâàº íà ñóìó,
âèÿâëÿºòüñÿ ðîçïîä³ëåíîþ ìàéæå çà íîðìàëüíèì çàêîíîì (öå
ïèòàííÿ äîêëàäí³øå îáãîâîðþâàòèìåòüñÿ â ëåêö³¿ 7). Òîìó ðîç-
ãëÿíåìî âëàñòèâîñò³ íåïåðåðâíî¿ íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ ç ïà-
ðàìåòðàìè µ òà σ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ ðåòåëüí³øå.

Ðîçïî÷íåìî ç ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ ³ìîâ³ðíîñòåé
2

2
( )

21
( )

2

x

f x e
µ

σ

σ π

−
−

= :

1) öÿ ôóíêö³ÿ º âèçíà÷åíîþ òà íåïåðåðâíîþ íà âñ³é ÷èñëî-
â³é îñ³ ( x−∞ < < +∞ ) òà çàâæäè äîäàòíà;

2) íà ïðîì³æêó ( , ]µ−∞  ôóíêö³ÿ çðîñòàº, à íà ïðîì³æêó [ , )µ + ∞
– ñïàäàº;

3) ïðè x µ=  ôóíêö³ÿ íàáèðàº ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ, ÿêå

äîð³âíþº 
1

2σ π
;

4) ãðàô³ê ôóíêö³¿ º ñèìåòðè÷íèì â³äíîñíî ïðÿìî¿ x µ= ;
5) ãðàô³ê ôóíêö³¿ ïðè x → −∞  àáî ïðè x → +∞  àñèìïòîòè÷-

íî íàáëèæàºòüñÿ äî îñ³ Ox : ( ) ( ) 0f f−∞ = +∞ = + ;
6) â òî÷êàõ x µ σ= ± , ÿê³ º òî÷êàìè ïåðåãèíó ãðàô³êà íàøî¿

ôóíêö³¿, â³í çì³íþº êðèâèçíó: íà ïðîì³æêó ( , ]µ σ−∞ −  ôóíêö³ÿ

îïóêëà, íà ïðîì³æêó [ , ]µ σ µ σ− +  âîíà âãíóòà, à íà ïðîì³æêó

[ , )µ σ+ + ∞  çíîâó îïóêëà;

7) ³ç çðîñòàííÿì ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ µ ãðàô³ê êðèâî¿
ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó çñóâàºòüñÿ âçäîâæ
îñ³ Ox  âïðàâî, à ³ç çìåíøåííÿì – âë³âî;
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8) ³ç çá³ëüøåííÿì ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ σ  êðèâà ù³ëüíîñò³
éìîâ³ðíîñòåé íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó ñòàº á³ëüø ïîëîãîþ (ïëîñ-
êîâåðøèííîþ), îñê³ëüêè ìàêñèìóì ôóíêö³¿ ( )f x  çìåíøóºòüñÿ,
à ³ç çìåíøåííÿì σ  ãðàô³ê ñòàº á³ëüø ãîñòðîâåðøèííèì, îñê³ëü-
êè ìàêñèìóì ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ çá³ëüøóºòüñÿ.

Ó ñâîþ ÷åðãó, ³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó íåïåðåðâíî¿
íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè – ( )F x , ÿêà âè-

çíà÷àºòüñÿ ÷åðåç äèôåðåíö³àëüíó ôóíêö³þ ( )f x  çà ïðàâèëîì:

2

2
( )

21
( ) ( ) ,

2

xx x

F x f x d x e d x x
µ

σ

σ π

−
−

−∞ −∞

= = − ∞ < < +∞∫ ∫ ,

º çðîñòàþ÷îþ, îáìåæåíîþ: ( ) 0F −∞ = + , ( ) 1 0F +∞ = − , îïóêëîþ
ïðè x µ≤  òà âãíóòîþ ïðè x µ≥ .

Íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàçèâàºòüñÿ íîð-
ìîâàíîþ (àáî ñòàíäàðòèçîâàíîþ ÷è ñòàíäàðòíîþ), ÿêùî 0µ =  òà

1σ = . Çâåðí³òü óâàãó, ùî ó ëåêö³¿ 3 ÿêðàç ³ áóëî íàâåäåíî ãðàô³-
êè ³íòåãðàëüíî¿ òà äèôåðåíö³àëüíî¿ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó íîðìîâà-
íî¿ íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.

Ùîá îá÷èñëèòè éìîâ³ðí³ñòü ïîïàäàííÿ çàäàíî¿ íîðìàëüíî ðîç-
ïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè â çàäàíèé ³íòåðâàë 1 2[ , ]x x , ñêî-

ðèñòàºìîñÿ ó â³äïîâ³äíîìó ³íòåãðàë³ çàì³íîþ çì³ííî¿ 
x

t
µ

σ
−

= :

2
2 2

2

1 1

( )

2
1 2 2 1

1
{ } ( ) ( ) ( )

2

xx x

x x

P x x F x F x f x d x e d x
µ

σξ
σ π

−
−

≤ ≤ = − = = =∫ ∫

2 2

1

2 2 11

2

x
t

x

x x
e d t

µ
σ

µ
σ

µ µ
σ σπ

−

−

−

− −   = = Φ − Φ   
   ∫ ,

äå 
2

2

0

1
( )

2

xx

x e d x
π

−
Φ = ∫  – âæå çíàéîìà íàì ôóíêö³ÿ Ëàïëàñà,

ÿêà º íåïåðåðâíîþ, íåïàðíîþ òà íà ïðîì³æêó [0; ]x ∈ + ∞  çðî-
ñòàþ÷îþ (ðèñ. 5.6).
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Ðèñ. 5.6. Ôóíêö³ÿ Ëàï-
ëàñà â îáëàñò³ 0x ≥

Ôóíêö³þ Ëàïëàñà íå ìîæíà âèðàçèòè åëåìåíòàðíèìè ôóíê-
ö³ÿìè, àëå âæå ó ÕIÕ ñòîë³òò³ äëÿ íå¿ áóëè ïîáóäîâàí³ â³äïîâ³äí³
òàáëèö³ çíà÷åíü, ÿê³ ç ÷àñîì ëèøå óòî÷íþâàëèñü òà äîïîâíþâàëèñü.

Îêðåìèìè çíà÷åííÿìè ôóíêö³¿ Ëàïëàñà, ÿêèìè ÷àñòî êîðèñ-
òóþòüñÿ, º, íàïðèêëàä, íàñòóïí³:

x ( )xΦ x ( )xΦ

0 0,00000000 2 0,47724987
0,01 0,00398936 2,5 0,49379033
0,05 0,01993881 3 0,49865010
0,1 0,03982784 3,5 0,49976737
0,5 0,19146246 4 0,49996833
1 0,34134475 4,5 0,49999660
1,5 0,43319280 5 0,49999971

Ó ïðàêòè÷íèõ ö³ëÿõ ïðè 5x ≥  çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ Ëàïëàñà çà-
çâè÷àé îáèðàþòü òàêèì, ùî äîð³âíþº 0,5.

Çíàéäåìî, äàë³, ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíà
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ â³äõèëÿºòüñÿ

â³ä ñâîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ξ  – òîáòî ïàðàìåòðà µ  –

íå á³ëüøå, í³æ íà çàäàíå íàïåðåä ÷èñëî 0ε > :

{ } { }P x P xµ ε µ ε µ ε− ≤ = − ≤ ≤ + =

( ) ( )µ ε µ µ ε µ
σ σ

+ − − −   = Φ − Φ =   
   
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2
ε ε ε
σ σ σ
     = Φ − Φ − = Φ     
     

.

Çîêðåìà, ïðè ε , ùî äîð³âíþº σ , 2σ  àáî 3σ , ìàòèìåìî íà-
ñòóïí³ ïðàâèëà:

• ïðàâèëî îäí³º¿ ñèãìè: { } 2 (1) 0,6827P x µ σ− ≤ = Φ ≈ ;

• ïðàâèëî äâîõ ñèãì: { 2 } 2 (2) 0,9545P x µ σ− ≤ = Φ ≈ ;

• ïðàâèëî òðüîõ ñèãì: { 3 } 2 (3) 0,9973P x µ σ− ≤ = Φ ≈ .

Ñêàæ³ìî, îñòàííº – ïðàâèëî òðüîõ ñèãì – îçíà÷àº, ùî êîëè
âèïàäêîâà âåëè÷èíà ï³äïîðÿäêîâóºòüñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðîçïî-
ä³ëó ç ïàðàìåòðàìè µ  òà σ , òîä³ ¿¿ çíà÷åííÿ ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 0,9973

çíàõîäèòèìóòüñÿ â ³íòåðâàë³ [ 3 , 3 ]µ σ µ σ− + , òîáòî ïðàêòè÷íî

íå âèõîäèòèìóòü çà ìåæ³ ³íòåðâàëó äîâæèíîþ 6σ  ³ç öåíòðîì µ .
Ç ïðàâèëà òðüîõ ñèãì âèïëèâàº òàêîæ ñïîñ³á îö³íþâàííÿ ñòàí-

äàðòíîãî â³äõèëåííÿ íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè:
ïîòð³áíî ïîä³ëèòè íà ÷èñëî 3 ìàêñèìàëüíå ïðàêòè÷íî ìîæëèâå â³ä-
õèëåííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè â³ä ¿¿ ñåðåäíüîãî ð³âíÿ.

Íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë ìîæå ñëóãóâàòè àïðîêñèìàö³ºþ á³íî-
ì³àëüíîãî ðîçïîä³ëó ç ïàðàìåòðàìè n  ³ p , ÿêùî n  äîñèòü âåëè-

êå, p  çàäîâîëüíÿº íåð³âíîñò³: 0,1 0,9p< <  (êðàùå, ùîá p  íå

ñèëüíî â³äð³çíÿëîñÿ â³ä 0,5), à òàêîæ äîáóòêè n p  ³ (1 )n p−  º
á³ëüøèìè, àí³æ 5. Ïàðàìåòðè µ  (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ) òà σ
(ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ) àïðîêñèìóþ÷îãî íîðìàëüíîãî çàêîíó
ðîçïîä³ëó â òàêîìó ðàç³ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè: n pµ = ,

(1 )n p pσ = − .

Íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë ìîæå òàêîæ ñëóãóâàòè àïðîêñèìàö³ºþ
ðîçïîä³ëó Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ , ÿêùî 10λ ≥ . Ó òàêèõ âè-
ïàäêàõ ïàðàìåòðè µ  òà σ  àïðîêñèìóþ÷îãî íîðìàëüíîãî çàêîíó

ðîçïîä³ëó îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè: µ λ= , σ λ= .

Ó ñâîþ ÷åðãó, ñèìåòðè÷íèé íà â³äð³çêó [ 3 , 3 ]µ σ µ σ− +  áåòà-

ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðàìè 3α γ= =  ìîæå ñëóãóâàòè ïðèéíÿòíîþ
àïðîêñèìàö³ºþ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó ç ïàðàìåòðàìè µ  ³ σ . Ó
öüîìó ìîæíà â³çóàëüíî ïåðåñâ³ä÷èòèñü, ÿêùî ïîð³âíÿòè ãðàô³êè
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â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é ù³ëüíîñò³. ßê ïðèêëàä, íàâîäèìî, íàïðèêëàä,
òàê³ ãðàô³êè äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â 5µ =  ³ 3σ =  (ðèñ. 5.7).

Ðèñ. 5.7. Àïðîêñèìàö³ÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó ñèìåòðè÷íèì áåòà-ðîçïîä³ëîì

² õî÷ ³ñòîðè÷íî ñàìå íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë íàáóâ øèðîêîãî
ïîøèðåííÿ â ïðàêòèö³ ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷íèõ äîñë³äæåíü,
ââàæàºìî çà íåîáõ³äíå ïðèâåðíóòè óâàãó ³ äî áåòà-ðîçïîä³ëó,
îñê³ëüêè á³ëüø³ñòü åêîíîì³÷íèõ, ô³íàíñîâèõ, ñîö³àëüíèõ ïîêàç-
íèê³â òîùî ïðèíöèïîâî ìàþòü îáìåæåí³ ïðîì³æêè ñâî¿õ òåîðå-
òè÷íî ìîæëèâèõ çíà÷åíü. Íàïðèêëàä, ìàéáóòí³é îáñÿã âèðîáíèöòâà
áóäü-ÿêîãî ï³äïðèºìñòâà í³êîëè íå ìîæå áóòè â³ä’ºìíèì, à éîãî
âèðîáíè÷³ ïîòóæíîñò³, õî÷ ³ ìîæóòü áóòè äóæå âåëèêèìè, êîðåêòíî
ðîçãëÿäàòè ëèøå ÿê îáìåæåí³. Äî òîãî æ, íà â³äì³íó â³ä íîðìàëü-
íîãî, áåòà-ðîçïîä³ë ìîæå â³äáèâàòè ³ âèïàäêè íåñèìåòðè÷íîñò³
ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé.

5.7. Поняття про моменти випадкової величини

Íàñàìê³íåöü îïðàöþºìî ïîíÿòòÿ ïðî ïî÷àòêîâ³ òà öåíòðàëüí³
ìîìåíòè âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, à òàêîæ ïðî ¿õ âèêîðèñòàííÿ ç
ìåòîþ îá÷èñëåííÿ àñèìåòð³¿ òà åêñöåñó äîñë³äæóâàíîãî éìîâ³ð-
í³ñíîãî ðîçïîä³ëó.

ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî â ëåêö³¿ 3, îñíîâíèìè ÷èñëîâèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  âèñòóïàþòü ìàòåìàòè÷-
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íå ñïîä³âàííÿ [ ]M ξ  òà äèñïåðñ³ÿ [ ]D ξ  (àáî æ ñòàíäàðòíå â³ä-

õèëåííÿ [ ] [ ]Dσ ξ ξ=  ). Ïî÷àòêîâ³ òà öåíòðàëüí³ ìîìåíòè âè-

ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ÿâëÿþòü ñîáîþ óçàãàëüíåííÿ öèõ ïîêàçíèê³â.
Ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì k -ãî ïîðÿäêó – kν  – âèïàäêîâî¿ âå-

ëè÷èíè ξ  íàçèâàþòü ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âåëè÷èíè kξ :

[ ]k
k Mν ξ= , 1, 2, 3,k = … .

Îòæå, ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó – öå çâè÷àéíå
ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó – öå ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ êâàäðàòà
ö³º¿ âåëè÷èíè, òðåòüîãî ïîðÿäêó – ¿¿ êóá³÷íèõ çíà÷åíü òîùî.

Â ñâîþ ÷åðãó, öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì k -ãî ïîðÿäêó – kµ  –

âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  íàçèâàþòü ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà-

êî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè: ( [ ])kMξ ξ− :

[( [ ]) ]k
k M Mµ ξ ξ= − , 1, 2, 3,k = … .

Áà÷èìî, çîêðåìà, ùî öåíòðàëüíèé ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó
çàâæäè äîð³âíþº íóëþ: 1 0µ = , à öåíòðàëüíèé ìîìåíò äðóãîãî

ïîðÿäêó º äèñïåðñ³ºþ íàøî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè: 2 [ ]Dµ ξ= .
Òðåò³é öåíòðàëüíèé ìîìåíò õàðàêòåðèçóº àñèìåòð³þ ðîçïîä³ëó

éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè â³äíîñíî ¿¿ ñåðåäíüîãî çíà-
÷åííÿ. Çà éîãî äîïîìîãîþ îá÷èñëþºòüñÿ êîåô³ö³ºíò àñèìåòð³¿:

3
3[ ]

Aξ
µ

σ ξ
= .

Äëÿ ñèìåòðè÷íîãî ðîçïîä³ëó êîåô³ö³ºíò àñèìåòð³¿ äîð³âíþº
íóëþ, äëÿ çì³ùåíîãî âë³âî â³í äîäàòíèé, à äëÿ çì³ùåíîãî âïðà-
âî – â³ä’ºìíèé (ðèñ. 5.8 òà ðèñ. 5.9 à).

×åòâåðòèé öåíòðàëüíèé ìîìåíò õàðàêòåðèçóº ãîñòðîâåðøèí-
í³ñòü àáî, íàâïàêè, ïëîñêîâåðøèíí³ñòü ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé.

Íà éîãî îñíîâ³ îá÷èñëþþòü åêñöåñ: 4
4 3
[ ]

Eξ
µ

σ ξ
= − .
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Ðèñ. 5.8. Êðèâà ë³âîðó÷ ìàº â³ä'ºìíó àñèìåòð³þ, à êðèâà ïðàâîðó÷ – äîäàòíþ
Äæåðåëî: https://uk.wikipedia.org/wiki...
...File:Negative_and_positive_skew_diagrams_(English).svg

Äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó åêñöåñ äîð³âíþº íóëþ. Äîäàòíå
çíà÷åííÿ åêñöåñó ñâ³ä÷èòü, ùî ãðàô³ê ôóíêö³é ù³ëüíîñò³ º
á³ëüø ãîñòðîâåðøèííèì, àí³æ íîðìàëüíà êðèâà, à â³ä’ºìíå –
ùî ìåíø ãîñòðîâåðøèííèì, òîáòî ïëîñê³øèì ó ïîð³âíÿííÿ ç³
ù³ëüí³ñòþ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó (ðèñ. 5.9 á).

Äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó àñèìåò-
ð³ÿ äîð³âíþº íóëþ. ßêùî àñèìåòð³ÿ äîäàòíà,
ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó çì³ùåíà ë³âî-
ðó÷, à ÿêùî â³ä'ºìíà – ïðàâîðó÷

Äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó åêñöåñ
äîð³âíþº íóëþ. ßêùî åêñöåñ äîäàòíèé,
ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó ìàº ãîñòðó âåð-
øèíó, à ÿêùî â³ä’ºìíèé – á³ëüø ïîëîãó

Ðèñ. 5.9. Ãðàô³êè ôóíêö³é ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ
êîåô³ö³ºíòà àñèìåòð³¿ (à) òà åêñöåñó (á)

Äæåðåëî: http://yukhym.com/uk/vipadkovi-velichini/asimetriya-i-ekstses-obchislennya-grafiki.html
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5.8. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

5.8.1. Âèðîáíè÷³ âèòðàòè çàëåæàòü â³ä ðèíêîâî¿ ö³íè ðåñóðñ³â
òà ââàæàþòüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ùî ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà
â ìåæàõ â³ä 200 äî 700 ãðîøîâèõ îäèíèöü. ßêå ìàòåìàòè÷íå
ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè âèòðàò òà ¿¿ ñòàíäàðòíå â³äõè-
ëåííÿ? Îá÷èñë³òü òàêîæ éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî âèðîáíè÷³ âèòðà-
òè íå áóäóòü âèùèìè, àí³æ 500 ãðîøîâèõ îäèíèöü.

5.8.2. Ïðèáóòîê â³ä ðåàë³çàö³¿ ïåðøî¿ ïðîäóêö³¿ º âèïàäêîâîþ
âåëè÷èíîþ, ùî ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà â ìåæàõ â³ä 500 äî 1000
ãðîøîâèõ îäèíèöü, à ïðèáóòîê â³ä ðåàë³çàö³¿ äðóãî¿ ïðîäóêö³¿ –
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíîþ â ìåæàõ â³ä
700 äî 1500 ãðîøîâèõ îäèíèöü. Çàçíà÷åí³ âèïàäêîâ³ ïðèáóòêè º
íåçàëåæíèìè ì³æ ñîáîþ. Îá÷èñëèòè ìåæ³ âàð³àö³¿, ìàòåìàòè÷íå
ñïîä³âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ âèïàäêîâîãî ïðèáóòêó â³ä
ðåàë³çàö³¿ çàãàëîì ïåðøî¿ òà äðóãî¿ ïðîäóêö³¿.

5.8.3. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  çàäàíà ôóíêö³ºþ
ðîçïîä³ëó:

0, 1

3( 1) 1
( ) , 1

4 3
1

1,
3

x

x
F x x

x


 < −
 += − ≤ <

 ≥

Çíàéòè ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé, ìàòåìàòè÷íå ñïî-
ä³âàííÿ òà äèñïåðñ³þ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, íàçâàòè ¿¿ çàêîí
ðîçïîä³ëó. Ïîáóäóâàòè ãðàô³êè ³íòåãðàëüíî¿ òà äèôåðåíö³àëüíî¿
ôóíêö³é ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ . Îá÷è-

ñëèòè ³ìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà-
÷åííÿ ç ³íòåðâàëó (0; 1/3).

5.8.4. Òðèâàë³ñòü òåðì³íó îêóïíîñò³ ³ííîâàö³éíîãî ³íâåñòèö³é-
íîãî ïðîåêòó ðîçãëÿäàþòü ÿê âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ùî ìàº áåòà-
ðîçïîä³ë ³ç ì³í³ìàëüíî ìîæëèâèì çíà÷åííÿì 15 ì³ñÿö³â, ìàêñè-
ìàëüíî ìîæëèâèì – 33 ì³ñÿö³ òà íàé³ìîâ³ðí³øèì çíà÷åííÿì 21
ì³ñÿöü. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ, ñòàíäàðòíå â³äõè-
ëåííÿ òà ïîáóäóâàòè ãðàô³ê äèôåðåíö³àëüíî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó
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éìîâ³ðíîñòåé ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ
íàéóæèâàí³øèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòð³â áåòà-ðîçïîä³ëó. ßê
çì³íÿòüñÿ îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâîãî òåðì³íó
îêóïíîñò³, ÿêùî çàì³ñòü ïðèïóùåííÿ ïðî áåòà-ðîçïîä³ë çâåðíó-
òèñÿ äî íåñèìåòðè÷íîãî òðèêóòíîãî ðîçïîä³ëó?

5.8.5. Âèïàäêîâèé ïîò³ê äçâ³íê³â îïåðàòîðó call-öåíòðó º ïóàñ-
ñîí³âñüêèì ç ³íòåíñèâí³ñòþ 10λ =  äçâ³íê³â çà ãîäèíó. Îá÷èñëè-
òè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ïðîì³æê³â
÷àñó ì³æ ñóì³æíèìè âèêëèêàìè.

5.8.6. Ïðèáóòîê â³ä ðåàë³çàö³¿ ïåðøî¿ ïðîäóêö³¿ ðîçãëÿäàºòüñÿ
ÿê âèïàäêîâà íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíà âåëè÷èíà ³ç ñåðåäí³ì çíà-
÷åííÿì 150 òèñ. ãðí. òà ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì 20 òèñ. ãðí., à
ïðèáóòîê â³ä ðåàë³çàö³¿ äðóãî¿ ïðîäóêö³¿ – ÿê âèïàäêîâà íîðìà-
ëüíî ðîçïîä³ëåíà âåëè÷èíà ³ç ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì 200 òèñ. ãðí.
òà ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì 50 òèñ. ãðí. Ââàæàþ÷è ö³ ïðèáóòêè
íåçàëåæíèìè òà çíàþ÷è, ùî ¿õ ñóìà ìàº íîðìàëüíèé çàêîí ðîç-
ïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé, îá÷èñëèòè ³ìîâ³ðíîñò³ íàñòóïíèé ïîä³é:

à) çàãàëüíèé ïðèáóòîê â³ä ðåàë³çàö³¿ óñ³º¿ ïðîäóêö³¿ âèÿâèòü-
ñÿ ìåíøèì â³ä 280 òèñ. ãðí.;

á) çàãàëüíèé ïðèáóòîê çíàõîäèòèìåòüñÿ â ìåæàõ â³ä 300 òèñ. ãðí.
äî 400 òèñ. ãðí.;

â) çàãàëüíèé ïðèáóòîê áóäå íå ìåíøèì â³ä 420 òèñ. ãðí.
ßêèì º íàé³ìîâ³ðí³øå çíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïðèáóòêó â³ä ðå-

àë³çàö³¿ âñ³º¿ ïðîäóêö³¿?
5.8.7. Âèòðàòè íà çàêóï³âëþ âèðîáíè÷èõ ðåñóðñ³â ðîçãëÿäà-

þòüñÿ ÿê ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà â ìåæàõ
â³ä 120 äî 150 ãðîøîâèõ îäèíèöü, à âèòðàòè íà ¿õ òðàíñïîðòó-
âàííÿ – ÿê ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà â ìåæàõ
â³ä 30 äî 50 ãðîøîâèõ îäèíèöü. Âèòðàòè íà çàêóï³âëþ òà âèòðà-
òè íà òðàíñïîðòóâàííÿ ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè ì³æ ñîáîþ.
Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ
ìîæëèâèõ çàãàëüíèõ âèòðàò íà çàêóï³âëþ òà òðàíñïîðòóâàííÿ
âèðîáíè÷èõ ðåñóðñ³â.

5.8.8. Îïðàöþºìî ïèòàííÿ ïðî âèêîðèñòàííÿ íîðìàëüíîãî çà-
êîíó ÿê àïðîêñèìàö³þ á³íîì³àëüíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî ç äóæå âå-
ëèêî¿ ê³ëüêîñò³ öåãëèí, 30 % ÿêèõ º ç äåôåêòàìè, ó âèïàäêîâèé
ñïîñ³á â³ä³áðàíî 1000 öåãëèí. Ïîòð³áíî îö³íèòè éìîâ³ðí³ñòü, ùî
ñåðåä â³ä³áðàíèõ öåãëèí ê³ëüê³ñòü öåãëèí ç äåôåêòàìè çíàõîäè-
òèìåòüñÿ â ìåæàõ â³ä 290 äî 320.
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Çà óìîâîþ, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî íàâìàííÿ îáðàíà ç âåëèêî¿
ïàðò³¿ öåãëèíà ìàº äåôåêòè, äîð³âíþº 0,3: 0,3p = . Â³äïîâ³äíî,
ïîä³ÿ, ùî öÿ öåãëèíà íå ìàòèìå äåôåêò³â, äîð³âíþº 0,7:

1 0,7q p= − = . Òîìó éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî ñåðåä â³ä³áðàíèõ íà-

âìàííÿ 1000 öåãëèí òî÷íî k  öåãëèí ìàòèìóòü äåôåêòè, îá÷èñ-
ëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ, ÿêó âèêîðèñòîâóþòü ïðè îïèñ³ á³íîì³à-
ëüíîãî çàêîíó: (1 )k k n k

k np C p p −= − , 0, 1, ,k n= … , äå ÷èñëî n  äî-

ð³âíþº ê³ëüêîñò³ â³ä³áðàíèõ öåãëèí: 1000n = . Îòæå, îá÷èñëåííÿ
éìîâ³ðíîñò³ P  ïîä³¿, ùî ñåðåä â³ä³áðàíèõ 1000 öåãëèí ê³ëüê³ñòü
öåãëèí ç äåôåêòàìè çíàõîäèòèìåòüñÿ â ìåæàõ â³ä 290 äî 320,
ñë³ä ðîáèòè çà ôîðìóëîþ:

320 320

290 290

(1 )k k n k
k n

k k

P p C p p −

= =

= = −∑ ∑ .

Ùîá ñïðîñòèòè îá÷èñëåííÿ çà ö³ºþ ôîðìóëîþ, ÿê³ âèìàãà-
òèìóòü çíàõîäæåííÿ òà ï³äñóìîâóâàííÿ 31 äîäàíêà, ñêîðèñòàº-
ìîñÿ àïðîêñèìàö³ºþ á³íîì³àëüíîãî ðîçïîä³ëó íîðìàëüíèì. Ïðè-
éíÿòí³ñòü òàêîãî ñïîñîáó ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî 1000n =  – âå-
ëèêå ÷èñëî, éìîâ³ðí³ñòü 0,3p =  ëåæèòü ó ìåæàõ â³ä 0,1 äî 0,9, à

äîáóòêè 300n p =  òà 700nq =  º çíà÷íî á³ëüøèìè, àí³æ ÷èñëî 5.
Äàë³ îá÷èñëèìî ïàðàìåòðè àïðîêñèìóþ÷îãî íîðìàëüíîãî çà-

êîíó ðîçïîä³ëó:
• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ 300n pµ = = ,

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ

(1 ) 300 0,7 210 14,5n p pσ = − = ⋅ = ≈ .

Íåõàé ξ  – íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ðîçïîä³ëåíà çà

íîðìàëüíèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðàìè 300µ = , 14,5σ = . Òîä³, ç

ïîïðàâêîþ íà íåïåðåðâí³ñòü, éìîâ³ðíîñò³ P  ïîä³¿, ùî ñåðåä â³-
ä³áðàíèõ 1000 öåãëèí ê³ëüê³ñòü öåãëèí ç äåôåêòàìè çíàõîäèòèìåòüñÿ
â ìåæàõ â³ä 290 äî 320, äîð³âíþâàòèìå éìîâ³ðíîñò³, ùî âèïàä-
êîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ â ìåæàõ â³ä 289,5 äî 320,5:

{289,5 320,5} (320,5) (289,5)P P F Fξ ξξ= ≤ ≤ = − =

320,5 289,5µ µ
σ σ
− −   = Φ − Φ   

   
,
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äå ( )Fξ ⋅  – ³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó íîðìàëüíîãî çàêîíó ç

ïàðàìåòðàìè 300µ =  òà 14,5σ = , çíà÷åííÿ ÿêî¿ îá÷èñëþâàòè-

ìåìî ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêö³¿ Ëàïëàñà ( )Φ ⋅ , ñêîðèñòàâøèñü ¿¿
íåïàðí³ñòþ.

Îòæå,

320,5 300 289,5 300 20,5 10,5
14,5 14,5 14,5 14,5

P
− −       = Φ − Φ = Φ + Φ =       

       

(1,41) (0,72) 0,4212887 0,2655095 0,6867982= Φ + Φ = + = .

Äëÿ ïîð³âíÿííÿ íàâåäåìî á³ëüø òî÷íèé ðåçóëüòàò, îòðèìà-
íèé çà äîïîìîãîþ Excel, ÿêùî êîðèñòóâàòèñÿ ï³äñóìîâóâàííÿì
á³íîì³àëüíèõ éìîâ³ðíîñòåé: 0,6857307P = . Â³äíîñíà ïîõèáêà
ñêëàäàº 0,16%, ùî ï³äêðåñëþº ïðàêòè÷íó äîö³ëüí³ñòü çàì³íè,
êîëè öå ìîæëèâî, á³íîì³àëüíîãî ðîçïîä³ëó íîðìàëüíèì.

Ïðèì³òêà. Íàâåäåíèé ï³äõ³ä ´ðóíòóºòüñÿ íà ³íòåãðàëüí³é òåîðåì³
Ìóàâðà-Ëàïëàñà, ÿêîþ äîâåäåíî, ùî éìîâ³ðí³ñòü P ïîÿâè â n íåçà-
ëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ ïîä³¿ A, ÿêà ìàº éìîâ³ðí³ñòü p ( 0 1p< < ),

íå ìåíøå 1k  ðàç³â ³ íå á³ëüøå 2k  ðàç³â ( 1 2k k< ), ïðè äóæå âåëè-
êèõ çíà÷åííÿõ n  íàáëèæåíî âèçíà÷àºòüñÿ çàëåæí³ñòþ:

2 1

(1 ) (1 )

k n p k n p
P

n p p n p p

   − −
= Φ − Φ      − −   

,

äå ( )Φ ⋅  – ôóíêö³ÿ Ëàïëàñà.
Çàóâàæèìî, ùî ó ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêàõ, îñê³ëüêè n << +∞ ,

íàâåäåíó ôîðìóëó ñëóøíî êîðèãóâàòè, êîðèñòóþ÷èñü ïîïðàâêîþ
íà íåïåðåðâí³ñòü. Ä³éñíî, áåç ö³º¿ ïîïðàâêè íàáëèæåíèé ðåçóëü-
òàò â íàøîìó ïðèêëàä³ áóâ áè òàêèì:

320 300 290 300 20 10
14,5 14,5 14,5 14,5

P
− −       = Φ − Φ = Φ + Φ =       

       

0,41610047 0,25479447 0,67089494= + = ,

òîáòî â³äíîñíà ïîõèáêà ñêëàäàëà á âæå íå 0,16%, à 2,16%.
5.8.9. Ç’ÿñóºìî òåïåð ñïîñ³á àïðîêñèìàö³¿ ïóàññîí³âñüêîãî çà-

êîíó ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé íîðìàëüíèì. Íàãàäàºìî, ùî òàêà àï-
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ðîêñèìàö³ÿ º ïðèéíÿòíîþ, êîëè ïàðàìåòð λ  ðîçïîä³ëó Ïóàññîíà
çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü: 10λ ≥ . Òîä³ ïàðàìåòðè µ  òà σ  àïðîê-
ñèìóþ÷îãî íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèçíà-
÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè: µ λ= , σ λ= .

Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî äî ñòðàõîâî¿ êîìïàí³¿ ùîäíÿ, â
ñåðåäíüîìó, çâåðòàºòüñÿ 30 êë³ºíò³â ( 30λ = ). Ïîòð³áíî, ââàæàþ-
÷è ïîò³ê êë³ºíò³â ïóàññîí³âñüêèì, îö³íèòè éìîâ³ðí³ñòü P , ùî
óïðîäîâæ äíÿ çâåðíåòüñÿ ïîíàä 35 êë³ºíò³â.

Êåðóþ÷èñü ïóàññîí³âñüêèìè éìîâ³ðíîñòÿìè (
!

k

kp e
k

λλ −= , äå

k  – öå ê³ëüê³ñòü â³äâ³äóâà÷³â ñòðàõîâî¿ êîìïàí³¿ óïðîäîâæ äíÿ,
0, 1, 2,k = … ), äëÿ çíàõîäæåííÿ øóêàíî¿ éìîâ³ðíîñò³ P  ïîòð³áíî

áóëî á ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ:
35

36 36 0

1
! !

k k

k
k k k

P p e e
k k

λ λλ λ∞ ∞
− −

= = =

= = = −∑ ∑ ∑ .

Îá÷èñëèìî öþ éìîâ³ðí³ñòü çà äîïîìîãîþ Excel:
0,157383474P = .

ßêùî êîðèñòóâàòèñÿ íîðìàëüíèì çàêîíîì, îá÷èñëèâøè éîãî
ïàðàìåòðè 30µ λ= =  ³ 30σ λ= =  òà ïîçíà÷èâøè â³äïîâ³äíó

³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ÷åðåç ( )F ⋅ , îäåð-
æèìî òàê³ ðåçóëüòàòè:

à) áåç ïîïðàâêè íà íåïåðåðâí³ñòü:

àáî 1 (35) 0,180655214P F= − = 1,

àáî æ 1 (36) 0,136660839P F= − = ;

á) ç ïîïðàâêîþ íà íåïåðåðâí³ñòü:
1 (35,5) 0,157651226P F= − = .

Áà÷èìî, ùî ðåçóëüòàò ç ïîïðàâêîþ íà íåïåðåðâí³ñòü çíà÷íî
êðàùèé â³ä ðåçóëüòàò³â, çíàéäåíèõ áåç òàêî¿ ïîïðàâêè, òà º ö³ë-
êîì ïðèéíÿòíèì ïðè çàì³í³ ïóàññîí³âñüêîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé íà íîðìàëüíèé.

5.8.10. Äîâåñòè, ùî äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíó ðîçïîä³ëó éìî-
â³ðíîñòåé ³ êîåô³ö³ºíò àñèìåòð³¿, ³ åêñöåñ äîð³âíþþòü íóëþ.
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6.1. Поняття, приклади сукупності випадкових величин

Äîòåïåð, êîëè éøëà ìîâà ïðî éìîâ³ðíîñò³ òà ðîçïîä³ëè, ìè
ðîçãëÿäàëè ëèøå îêðåì³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè. Àëå íà ïðàêòèö³
äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó ç âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ÿê³ º ñåíñ
ðîçãëÿäàòè ó ñóêóïíîñò³, îñê³ëüêè êîæíèé ç åêîíîì³÷íèõ ïðîöå-
ñ³â ÷àñòî õàðàêòåðèçóºòüñÿ íå îäíèì, à ñèñòåìîþ ïîêàçíèê³â.
Ïîøèðåíèé ïðèêëàä – êîëè äåÿêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà º ðåçóëü-
òàòîì âïëèâó ê³ëüêîõ ³íøèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ñêàæ³ìî, ìàéáó-
òí³é ïðèáóòîê ï³äïðèºìñòâà, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà, º ðåçóëüòàòîì ð³çíèö³ ìàéáóòíüîãî âèïàäêîâîãî äîõîäó
öüîãî ï³äïðèºìñòâà òà ìàéáóòí³õ âèïàäêîâèõ âèòðàò, ïðè÷îìó
âèïàäêîâ³ñòü ïîêàçíèê³â âèòðàò ³ äîõîäó º íàñë³äêîì, çîêðåìà,
âèïàäêîâîãî õàðàêòåðó ìàéáóòí³õ ðèíêîâèõ ö³í íà âèðîáíè÷³
ðåñóðñè, ùî âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ, òà ö³í íà ïðîäóêö³þ, ÿêà
áóäå âèãîòîâëåíà ï³äïðèºìñòâîì.

Íàéïðîñò³øîþ º ñóêóïí³ñòü ç äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïî-
çíà÷èìî îêðåì³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ÷åðåç ξ  òà ζ , à ¿õ ñóêóï-

í³ñòü (àáî ñèñòåìó) – ÷åðåç { , }ξ ζ . ²íêîëè ñóêóïí³ñòü äâîõ âèïà-

äêîâèõ âåëè÷èí ïîçíà÷àþòü ³ ÷åðåç ( , )ξ ζ  òà íàçèâàþòü äâîâèì³ð-

íèì âèïàäêîâèì âåêòîðîì, âèïàäêîâîþ òî÷êîþ ó ïðîñòîð³ 2R  àáî
æ äâîâèì³ðíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Íàïðèêëàä, òî÷í³ äîâæè-
íà òà øèðèíà îêðåìî¿ êàõåëüíî¿ ïëèòêè, ùî áóäå âèïàäêîâî îá-
ðàíà ç âåëèêî¿ ïàðò³¿ îäíîòèïíèõ ïëèòîê, ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ó
ñóêóïíîñò³ ÿê äâîâèì³ðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Àíàëîã³÷íî äâîâèì³ðí³é ââîäèòüñÿ ³ ïîíÿòòÿ n -âèì³ðíî¿ âè-
ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, ÿêà º óïîðÿäêîâàíîþ ñóêóïí³ñòþ n  îäíîâè-
ì³ðíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ( 2n ≥ ). Çàëåæíî â³ä òèïó îêðåìèõ
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ñâî¿õ ñêëàäîâèõ, áàãàòîâèì³ðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìîæå áóòè
àáî äèñêðåòíîþ, àáî íåïåðåðâíîþ, àáî ì³øàíîþ. Ó ïåðøîìó
âèïàäêó âñ³ êîìïîíåíòè òàêî¿ ñóêóïíîñò³ º îäíîâèì³ðíèìè äèñ-
êðåòíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, à äðóãîìó âèïàäêó – íåïå-
ðåðâíèìè, ó òðåòüîìó – âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ð³çíèõ òèï³â.

Íàäàë³ ïðîïîíóºìî, ùîá çíÿòè ïåâíó íåâèçíà÷åí³ñòü ïðè âèêî-
ðèñòàíí³ ïîíÿòòÿ "âèïàäêîâà âåëè÷èíà", äëÿ ñèñòåìè âèïàäêîâèõ
îäíîâèì³ðíèõ âåëè÷èí âèêîðèñòîâóâàòè ïîíÿòòÿ "âèïàäêîâà ñèñòå-
ìà", "âèïàäêîâèé âåêòîð", "ñóêóïí³ñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí", à ïî-
íÿòòÿ "âèïàäêîâà âåëè÷èíà" âæèâàòè ëèøå ùîäî îäíîâèì³ðíî¿ âè-
ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, îïóñêàþ÷è ïðè öüîìó óòî÷íåííÿ "îäíîâèì³ðíà".

6.2. Опис та числові характеристики
дискретної двовимірної сукупності

Ó âèïàäêó äèñêðåòíî¿ äâîâèì³ðíî¿ ñóêóïíîñò³ âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí – òîáòî ñóêóïíîñò³, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè ξ  ç ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü { | 1, }iX x i m= =  òà
äèñêðåòíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ζ  ç ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà-

÷åíü { | 1, }jY y j n= =  – çàêîí ðîçïîä³ëó ñèñòåìè { , }ξ ζ  öèõ äâîõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çðó÷íî ïîäàòè ìàòðèöåþ (òàáëèöåþ) ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé: ( }|| ||ij m nP p ×=  (ðèñ. 6.1), êîæíèé åëåìåíò ijp  ÿêî¿ º

éìîâ³ðí³ñòþ ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ

ix  òà, îäíî÷àñíî, âèïàäêîâà âåëè÷èíà ζ  íàáåðå çíà÷åííÿ jy :

{( ) ( )}ij i jp P x y= ξ = ζ =∩ :

Ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ ζ
Ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ ξ

1y 2y 3y …
ny

1x 11p 12p 12p …
1np

2x 21p 22p 23p …
2np

# # # # # #
mx 1mp 2mp 3mp … mnp

Ðèñ. 6.1. Çàãàëüíèé âèãëÿä òàáëèö³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äèñêðåòíî¿ äâî-
âèì³ðíî¿ ñóêóïíîñò³ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
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Âñ³ åëåìåíòè ìàòðèö³ éìîâ³ðíîñòåé íåâ³ä’ºìí³, à ¿õíÿ ñóìà
äîð³âíþº îäèíèö³:

1 1

0, 1, , 1, ;

1 .

ij

m n

ij
i j

p i m j n

p
= =

 ≥ = =



=

∑∑

Çà ìàòðèöåþ éìîâ³ðíîñòåé äëÿ êîæíî¿ ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
äâîâèì³ðíî¿ ñèñòåìè { , }ξ ζ  ìîæíà – øëÿõîì ï³äñóìîâóâàííÿ
åëåìåíò³â â³äïîâ³äíîãî àáî ðÿäêà, àáî ñòîâïöÿ – îá÷èñëèòè
éìîâ³ðíîñò³ îêðåìèõ ïîä³é:

• àáî ïîä³é, ùî ñòîñóþòüñÿ îêðåìî ïåðøî¿ âèïàäêîâî¿ âå-
ëè÷èíè ξ :

{ }ixξ = : 
1

{ }
n

i ij
j

P x p
=

ξ = = ∑ , 1,i m= ;

• àáî ïîä³é, ùî ñòîñóþòüñÿ îêðåìî äðóãî¿ âèïàäêîâî¿ âå-
ëè÷èíè ζ :

{ }jyζ = : 
1

{ }
m

j ij
i

P y p
=

ζ = = ∑ , 1,j n= .

Òîìó îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè êîæíî¿ ç âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ξ  òà ζ  – ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿ – îá÷èñ-
ëþâàòèìóòüñÿ çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

• 
1 1

[ ]
m n

i ij
i j

M x p
= =

ξ = ∑ ∑ ,

• 2

1 1

[ ] ( [ ])
m n

i ij
i j

D x M p
= =

ξ = − ξ∑ ∑ ;

• 
1 1

[ ]
n m

j ij
j i

M y p
= =

ζ = ∑ ∑ ,

• 2

1 1

[ ] ( [ ])
n m

i ij
j i

D y M p
= =

ζ = − ζ∑ ∑ .

Îêð³ì öüîãî, îá÷èñëþþòüñÿ òàêîæ ïîêàçíèêè éìîâ³ðí³ñíîãî (àáî
ñòîõàñòè÷íîãî, íå ïëóòàòè ç ôóíêö³îíàëüíèì!) çâ’ÿçêó ì³æ öèìè
âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè:
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• êîâàð³àö³ÿ: cov( , ) [( [ ])( [ ])]M M Mξ ζ = ξ − ξ ζ − ζ =

1 1

( [ ])( [ ])
m n

i j ij
i j

x M y M p
= =

= − ξ − ζ∑∑ ;

• êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿: 
cov ( , )

( , )
[ ] [ ]D D

ξζ
ξ ζ

ρ ξ ζ ≡ ρ =
ξ ζ

.

Î÷åâèäíî, ùî cov ( , ) [ ]Dξ ξ = ξ  ³ cov ( , ) [ ]Dζ ζ = ζ .
Çà àíàëîã³ºþ ç íåð³âí³ñòþ Êîø³-Áóíÿêîâñüêîãî, çàâæäè ñïðàâ-

äæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü: 1 1ξζ− ≤ ρ ≤ + .

Ïðèêëàä. Ïðèïóñòèìî, ùî òàáëèöÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé
äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  º òàêîþ:

ζ
ξ

2 5 10
Ñóìà

8 0,1 0,2 0,1 0,4
14 0,3 0,1 0,2 0,6

Ñóìà 0,4 0,3 0,3 1,0

Òîä³, ñêàæ³ìî, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ { 8}ξ =  áóäå ðåçóëüòàòîì ï³ä-
ñóìîâóâàííÿ óñ³õ ³ìîâ³ðíîñòåé ç ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèö³ éìîâ³ð-
íîñòåé ö³º¿ òàáëèö³:

{ 8} 0,1 0,2 0,1 0,4P ξ = = + + = ,

òîáòî çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ ìàòèìå
âèãëÿä:

Íîìåð çíà÷åííÿ i 1 2

Çíà÷åííÿ ix 8 14

Éìîâ³ðí³ñòü { }iP xξ = 0,4 0,6

Ó ñâîþ ÷åðãó, éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿ { 5}ζ =  áóäå ðåçóëüòàòîì ï³ä-
ñóìîâóâàííÿ óñ³õ éìîâ³ðíîñòåé ç äðóãîãî ñòîâïöÿ ìàòðèö³ ðîç-
ïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé:

{ 5} 0,2 0,1 0,3P ζ = = + = ,
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à çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ζ  ìàòèìå
âèãëÿä:

Íîìåð çíà÷åííÿ j 1 2 3

Çíà÷åííÿ jy 2 5 10

Éìîâ³ðí³ñòü { }jP yζ = 0,4 0,3 0,3

Òåïåð ìîæåìî îá÷èñëèòè îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè
âèïàäêîâèõ âåëè÷èíè ξ òà ζ – ¿õí³ ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà
äèñïåðñ³¿:

[ ] 8 0,4 14 0,6 11,6M ξ = ⋅ + ⋅ = ,

2 2[ ] (8 11,6) 0,4 (14 11,6) 0,6 8,64D ξ = − ⋅ + − ⋅ = ;

[ ] 2 0,4 5 0,3 10 0,3 5,3M ζ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ,

2 2 2[ ] (2 5,3) 0,4 (5 5,3) 0,3 (10 5,3) 0,3 11,01D ζ = − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ = .

Îá÷èñëèìî òàêîæ ïîêàçíèêè ñòîõàñòè÷íîãî çâ’ÿçêó ì³æ âè-
ïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  – êîâàð³àö³þ òà êîåô³ö³ºíò êî-
ðåëÿö³¿. Ïðè÷îìó îá÷èñëåííÿ êîâàð³àö³¿ âèêîíàºìî ³ç âèêîðèñ-
òàííÿì îïåðàö³¿ ìàòðè÷íîãî ìíîæåííÿ:

à) êîâàð³àö³ÿ:

[ ]
1

1 2 (2 3) 2

3

[ ]

cov( , ) [ ] ; [ ] || || [ ]

[ ]
ij

y M

x M x M p y M

y M
×

− ζ 
 ξ ζ = − ξ − ξ ⋅ ⋅ − ζ 
 − ζ 

=

[ ]
2 5,3

0,1 0,2 0,1
8 11,6; 14 11,6 5 5,3

0,3 0,1 0,2
10 5,3

− 
   = − − ⋅ ⋅ − =      − 

[ ]
3,3

0,36; 0,48; 0,12 0,3 0,48

4,7

− 
 = − ⋅ − = − 
  

;
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á) êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿:

0,48
( , ) 0,0492

8,64 11,01
ξζ

−
ρ ξ ζ ≡ ρ = ≈ −

⋅
,

òîáòî ì³æ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  ìàºìî ïðàêòè÷íî
íåïîì³òíèé â³ä’ºìíèé ñòîõàñòè÷íèé çâ’ÿçîê.

Ïðèêëàä çàê³í÷åíî.
Â îñîáëèâîìó, àëå âåëüìè ïîøèðåíîìó âèïàäêó – êîëè âè-

ïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  íåçàëåæí³ – ìàºìî ôîðìóëó:

{ } { }ij i jp P x P y= ξ = ⋅ ζ = , 1,i m= , 1,j n= ,

òîìó ùî éìîâ³ðí³ñòü äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ ïîä³é äîð³âíþº
äîáóòêó éìîâ³ðíîñòåé öèõ ïîä³é.

Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî êîâàð³àö³ÿ òà êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ íå-
çàëåæíèõ ì³æ ñîáîþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîð³âíþþòü íóëþ.

Ïðîòå ç ð³âíîñò³ 0ξζρ =  (ó òàêîìó ðàç³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ

òà ζ  íàçèâàþòüñÿ íåêîðåëüîâàíèìè) çîâñ³ì íå âèïëèâàº, ùî âè-
ïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  íåçàëåæí³.

Êîëè æ êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ çíà÷íî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä íóëÿ, òîá-
òî ÷èì áëèæ÷èì äî +1 çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ º çíà÷åííÿ ξζρ ,

òèì á³ëüø êîðåëüîâàíèìè (çàëåæíèìè ó éìîâ³ðí³ñíîìó ñåíñ³) º âè-
ïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ . ×àñòî ââàæàþòü, ùî ïðè | | 0,7ξζρ >  ì³æ

âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  º ñèëüíà, à ïðè 0,3 | |ξζ< ρ <

0,7<  – ñëàáêà êîðåëÿö³éíà çàëåæí³ñòü. Ïðè 0 | | 0,3ξζ< ρ <  êîðå-

ëÿö³éíà çàëåæí³ñòü ì³æ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  º ìàéæå
íåïîì³òíîþ. Ïðè÷îìó çàðàç ñë³ä çâåðíóòè óâàãó, ùî âèñë³â "êîðåëÿ-
ö³éíà çàëåæí³ñòü" îçíà÷àº íå áóäü-ÿêó, à ëèøå ë³í³éíó ñòîõàñòè÷-
íó çàëåæí³ñòü.

Ó âèïàäêó ôóíêö³îíàëüíî¿ ë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³ ì³æ âèïàäêîâèìè
âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  ìàòèìåìî: | | 1ξζρ = . Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä,

ñèñòåìó ç äâîõ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ , ÿê³ çâ’ÿçà-

í³ ôóíêö³îíàëüíîþ ë³í³éíîþ çàëåæí³ñòþ: 2 1ξ = ζ + , à òàáëèöÿ
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé º òàêîþ:
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ζ
ξ

1 3

3 0,6 0

7 0 0,4

Çàðàç ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿ âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí ξ  òà ζ  äîð³âíþþòü:

[ ] 4,6M ξ = , [ ] 1,8M ζ = , [ ] 3,84D ξ = , [ ] 0,96D ζ = .

Äàë³, êîâàð³àö³ÿ ³ êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ ì³æ ξ  òà ζ  º òàêèìè:

[ ] 1 1,80,6 0
cov( , ) 3 4,6; 7 4,6 1,92

3 1,80 0,4

−   
ξ ζ = − − ⋅ ⋅ =   −  

,

1,92
1

3,84 0,96
ξζρ = = +

⋅
.

Îòæå, êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ ì³æ ξ  òà ζ  äîð³âíþº 1: 1ξζρ = + .

Öå º íàñë³äêîì ôóíêö³îíàëüíî¿ ïîçèòèâíî¿ ë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³
2 1ξ = ζ +  ì³æ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ .

6.3. Опис та числові характеристики двовимірної сукупності
неперервних випадкових величин

Ó âèïàäêó äâîõ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  ¿õ

ñóêóïí³ñòü { , }ξ ζ  ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè âèçíà÷åíîþ â ïëîùè-

í³ xO y  ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ñèñòåìè ç äâîõ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí ( , )F x y , ÿêà îïèñóº éìîâ³ðíîñò³ òîãî, ùî âèïàä-
êîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  îäíî÷àñíî çàäîâîëüíÿòèìóòü íåð³âíîñò³

xξ <  ³ yζ < :

( , ) {( ) ( )}F x y P x y= ξ < ζ <∩ , 2( , )x y R∈ .

Îòæå, ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( , )F x y  ñèñòåìè ç
äâîõ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  ïîêàçóº éìîâ³ðí³ñòü
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ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà òî÷êà ( , )ξ ζ  íà ïëîùèí³ â ïðÿìîêóòí³é äåêàð-
òîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ïîòðàïèòü â íåîáìåæåíèé êâàäðàíò ç
ºäèíîþ âåðõíüîþ ïðàâîþ âåðøèíîþ – òî÷êîþ ( , )x y  (ðèñ. 6.2).

Ðèñ. 6.2. Ãåîìåòðè÷íèé çì³ñò ôóíêö³¿
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ñèñòåìè ç äâîõ
íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
Äæåðåëî: rucont.ru/file.ashx?guid=a7187223-
e180-47bf-8f1b-785eafb25514

Ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñ-
òåé ( , )F x y  ââàæàºòüñÿ âèçíà÷å-

íîþ ó ïðîñòîð³ 2R , íåïåðåðâíîþ
çë³âà çà êîæíèì ç àðãóìåíò³â, à

òàêîæ âîëîä³º òàêèìè îñíîâíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1) 0 ( , ) 1F x y≤ ≤ ,

2) 1 2( , ) ( , )F x y F x y≤  ïðè 1 2x x< ,

3) 1 2( , ) ( , )F x y F x y≤  ïðè 1 2y y< ,

4) ( , ) ( , ) ( , ) 0F y F x F− ∞ = − ∞ = − ∞ − ∞ = ,

5) ( , ) 1F + ∞ + ∞ = .

Ïåðøà âëàñòèâ³ñòü – öå çâè÷àéíà âëàñòèâ³ñòü áóäü-ÿêî¿
éìîâ³ðíîñò³. Äðóãà òà òðåòÿ âëàñòèâîñò³ âèïëèâàþòü ç òîãî, ùî
ïðè çá³ëüøåíí³ áóäü-ÿêîãî ç àðãóìåíò³â â³äïîâ³äíèé êâàäðàíò â
ïëîùèí³ xO y  çá³ëüøóºòüñÿ, òîáòî éìîâ³ðí³ñòü, ùî âèïàäêîâà

òî÷êà ( , )ξ ζ  ïîòðàïèòü äî íüîãî, íà ìîæå çìåíøèòèñü. ×åòâåðòà

âëàñòèâ³ñòü âèïëèâàº ç òîãî, ùî ïîä³¿ { }ξ < −∞ , { }ζ < −∞ , à òàêîæ
äîáóòîê öèõ ïîä³é º íåìîæëèâèìè. Íàðåøò³, ï’ÿòà âëàñòèâ³ñòü º
ðåçóëüòàòîì äîñòîâ³ðíîñò³ ïîä³¿ {( ) ( )}ξ < +∞ ζ < +∞∩ .

Çà ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó äâîâèì³ðíî¿ ñèñòåìè ìîæíà, íàïðè-
êëàä, îá÷èñëèòè éìîâ³ðí³ñòü, ùî äâîâèì³ðíà âèïàäêîâà òî÷êà
( , )ξ ζ  ïîòðàïèòü ó çàäàíèé ïðÿìîêóòíèê, ñòîðîíè ÿêîãî º ïàðà-
ëåëüíèìè äî êîîðäèíàòíèõ îñåé:
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1 2 1 2{( ) ( )}P x x y y< ξ < < ζ < =∩

2 2 1 2 2 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )F x y F x y F x y F x y= − − + ;

ìîæíà âèçíà÷èòè òàêîæ ³ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ( )F xξ  ³ ( )F yζ  êîæ-

íîãî ç êîìïîíåíò³â âèïàäêîâî¿ ñèñòåìè { , }ξ ζ :

( ) ( , )F x F xξ = + ∞ ,

( ) ( , )F y F yζ = + ∞ .

Ù³ëüí³ñòü ðîçïîä³ëó ñèñòåìè ç äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí âèçíà-
÷àºòüñÿ ÿê ì³øàíà ÷àñòèííà ïîõ³äíà äðóãîãî ïîðÿäêó â³ä ôóíêö³¿
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ö³º¿ ñèñòåìè:

( , ) ( , )xyf x y F x y′′= .

Îòæå, ç ³íøîãî áîêó, ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( , )F x y
íåïåðåðâíî¿ ñèñòåìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  ìîæíà âèçíà-
÷èòè ÷åðåç ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ö³º¿ ñèñòåìè çà ôîð-
ìóëàìè:

àáî ( , ) ( , )
yx

F x y d x f x y d y
−∞ −∞

= ∫ ∫ ,

àáî ( , ) ( , )
y x

F x y d y f x y d x
−∞ −∞

= ∫ ∫ .

Ãåîìåòðè÷íî ù³ëüí³ñòü ðîçïîä³ëó äëÿ ñèñòåìè äâîõ íåïåðåðâíèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí º ãðàíèöåþ â³äíîøåííÿ éìîâ³ðíîñò³, ùî
âèïàäêîâà òî÷êà ( , )ξ ζ  ïîòðàïèòü ó ìàëèé ïðÿìîêóòíèê, äî ïëîù³
öüîãî ïðÿìîêóòíèêà çà óìîâ, ùî äîâæèíè éîãî ñòîð³í ïðÿìóþòü
äî íóëÿ.

Ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äâîâèì³ðíî¿ ñèñ-
òåìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íåâ³ä’ºìíà:

( , ) 0f x y ≥  äëÿ âñ³õ 2( , )x y R∈ ,

à òàêîæ ìàº âëàñòèâ³ñòü:

( , ) 1f x y d x d y
+∞ +∞

−∞ −∞

=∫ ∫ .
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Çà â³äîìîþ ôóíêö³ºþ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ñèñòåìè âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  ìîæíà îá÷èñëèòè éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî âè-

ïàäêîâà òî÷êà ( , )ξ ζ  ïîòðàïèòü â äåÿêó îáëàñòü S  êîîðäèíàòíî¿

ïëîùèíè xO y :

{( , ) } ( , )
S

P S f x y d x d yξ ζ ∈ = ∫∫ .

ßêùî, íàïðèêëàä, ñèñòåìà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  ìàº

ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé 2 2 2

1
( , )

(1 )(1 )
f x y

x y
=
π + +

, éìî-

â³ðí³ñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¿ òî÷êè ( , )ξ ζ  â êâàäðàò ç ä³àãîíàëü-

íèìè âåðøèíàìè (0, 0)  òà (1, 1)  äîð³âíþº 
1
16

:

{( , ) {( , ) | 0 1, 0 1}}P S x y x yξ ζ ∈ = ≤ ≤ ≤ ≤ =

2 2 2
0 1

0 1

1
(1 )(1 )x

y

d x d y
x y≤ ≤

≤ ≤

= =
π + +∫∫

( ) ( )
1 1

1 1
0 02 2 2 2 2

0 0

1 1 1 1
| |

4 4 161 1
d y d x

arctg y arctg x
y x

π π
= = = ⋅ ⋅ =
π + + π π∫ ∫ .

Çà ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ( , )f x y  ñèñòåìè íåïåðå-
ðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  îá÷èñëþþòüñÿ òàêîæ:

à) ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé îêðåìî êîæíî¿ ç öèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ :

• ( ) ( , )f x f x y d y
+∞

ξ
−∞

= ∫ ,

• ( ) ( , )f y f x y dx
+∞

ζ
−∞

= ∫

á) îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà
ζ  – ¿õí³ ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿:

• [ ] ( ) ( , )M x f x d x x f x y d y d x
+∞ +∞ +∞

ξ
−∞ −∞ −∞

ξ = =∫ ∫ ∫ ,
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• [ ] ( ) ( , )M y f y d y y f x y d x d y
+∞ +∞ +∞

ζ
−∞ −∞ −∞

ζ = =∫ ∫ ∫ ,

• 2 2[ ] ( [ ] ) ( ) ( [ ] ) ( , )D x M f x d x x M f x y d y d x
+∞ +∞ +∞

ξ
−∞ −∞ −∞

ξ = − ξ = − ξ∫ ∫ ∫ ,

• 2 2[ ] ( [ ] ) ( ) ( [ ] ) ( , )D y M f y d y y M f x y d x d y
+∞ +∞ +∞

ζ
−∞ −∞ −∞

ζ = − ζ = − ζ∫ ∫ ∫ ;

â) ïîêàçíèêè ñòîõàñòè÷íîãî çâ’ÿçêó ì³æ öèìè âèïàäêîâèìè
âåëè÷èíàìè:

• êîâàð³àö³ÿ: cov( , ) ( [ ])( [ ]) ( , )x M y M f x y d x d y
+∞ +∞

−∞ −∞

ξ ζ = − ξ − ζ∫ ∫ ;

• êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿: 
cov ( , )

( , )
[ ] [ ]D D

ξζ
ξ ζ

ρ ξ ζ ≡ ρ =
ξ ζ

.

Äëÿ íåçàëåæíèõ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ
ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü:

( , ) ( ) ( )F x y F x F yξ ζ= ⋅ ,

äå ( )F xξ  ³ ( )F yζ , â³äïîâ³äíî, ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ . Òîæ, ó âèïàäêó íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí ù³ëüí³ñòü ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé òàêî¿ ñèñòåìè º äî-
áóòêîì ôóíêö³é ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )f xξ  ³ ( )f yζ

êîæíî¿ ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ :

( , ) ( ) ( )f x y f x f yξ ζ= ⋅ .

Öå îçíà÷àº, ùî êîâàð³àö³ÿ òà êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ íåçàëåæíèõ
ì³æ ñîáîþ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîð³âíþþòü íóëþ.

Âîäíî÷àñ ç íåêîðåëüîâàíîñò³ ì³æ ñîáîþ âèïàäêîâèõ âåëè÷è-
íè ξ  òà ζ  (êîëè 0ξζρ = ) ùå íå âèïëèâàº, ùî íåïåðåðâí³ âèïà-

äêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  íåçàëåæí³.

ßê ³ ó äèñêðåòíîìó âèïàäêó, cov ( , ) [ ]Dξ ξ = ξ , cov ( , ) [ ]Dζ ζ = ζ ,
à êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ ì³æ äâîìà äîâ³ëüíèìè íåïåðåðâíèìè âè-
ïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  çàâæäè çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü:

1 1ξζ− ≤ ρ ≤ + , ïðè÷îìó ÷èì áëèæ÷èìè äî +1 çà àáñîëþòíîþ âå-
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ëè÷èíîþ º çíà÷åííÿ ξζρ , òèì á³ëüø êîðåëüîâàíèìè ì³æ ñîáîþ º

âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ .
Ó âèïàäêó ôóíêö³îíàëüíî¿ ë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³ ì³æ âèïàäêî-

âèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  çàâæäè | | 1ξζρ = .

Íàïðèêëàä, äëÿ ñèñòåìè { , }ξ ζ  íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ç íàñòóïíîþ ôóíêö³ºþ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé:

2 2 2

1
( , )

(1 )(1 )
f x y

x y
=
π + +

, 2( , )x y R∈ ,

ïîñë³äîâíî çíàõîäèìî:

2 2 2[ ]
(1 )(1 )

d y
M x d x

x y

+∞ +∞

−∞ −∞

ξ = =
π + +∫ ∫

2 2 2 2 2

1 1
0

1 (1 ) 1
x d x d y x d x

x y x

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= = ⋅ π =
π + + π +∫ ∫ ∫ ,

òîìó ùî â îñòàííüîìó ³íòåãðàë³ ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ 21
x
x+

 º

íåïàðíîþ â îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ ( , )R = −∞ + ∞ ; àíàëîã³÷íî,

[ ] 0M ζ =  – âíàñë³äîê ñèìåòðè÷íîñò³ ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ ( , )f x y
â³äíîñíî ñâî¿õ àðãóìåíò³â x  ³ y .

Îòæå,

2 2 2 2 2 2

1
cov( , ) 0

(1 )(1 ) 1 (1 )
x y d x d y x d x y d y

x y x y

+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

ξ ζ = = =
π + + π + +∫ ∫ ∫ ∫ ,

òîáòî âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ  º íåêîðåëüîâàíèìè.
Á³ëüø òîãî, â íàøîìó ïðèêëàä³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ  òà ζ

íåçàëåæí³, òîìó ùî ù³ëüí³ñòü ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( , )f x y  º

äîáóòêîì ôóíêö³é ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )f xξ  ³

( )f yζ  êîæíî¿ ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ä³éñíî,

2 2 2 2 2 2

1 1
( ) ( | )

(1 )(1 ) (1 ) (1 )
d y

f x arctg y
x y x x

+∞
+∞

ξ −∞
−∞

= = =
π + + π + π +∫

³, â³äïîâ³äíî, 2

1
( )

(1 )
f y

yζ =
π +

.
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Àíàëîã³÷íî âèçíà÷àþòüñÿ çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé, ôóíê-
ö³ÿ ðîçïîä³ëó, ù³ëüí³ñòü éìîâ³ðíîñòåé, îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòå-
ðèñòèêè òà ïîêàçíèêè ïîïàðíîãî ñòîõàñòè÷íîãî çâ’ÿçêó âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí, ÿê³ º ñêëàäîâèìè ñèñòåìè, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç á³ëü-
øî¿, àí³æ äâ³, ê³ëüêîñò³ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

6.4. Корисні властивості коваріації та коефіцієнта кореляції

Íàñàìê³íåöü çàçíà÷èìî ùå é òàê³ êîðèñí³ âëàñòèâîñò³ êîâàð³àö³¿
òà êîåô³ö³ºíòà êîðåëÿö³¿, ÿê³ ïðèòàìàíí³ ñèñòåì³ { , }ξ ζ  ÿê äèñ-
êðåòíèõ, òàê ³ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:

• cov( , ) cov( , )ξ ζ = ζ ξ ,

• ( , ) ( , )ρ ξ ζ = ρ ζ ξ ;

• 1 2 1 2cov( , ) cov( , ) cov( , )ξ + ξ ζ = ξ ζ + ξ ζ ;

• ÿêùî c  – íåâèïàäêîâà âåëè÷èíà, òîä³:
cov( , ) 0cξ = ,

cov( , ) cov( , )c c⋅ ξ ζ = ⋅ ξ ζ ,

( , ) sign ( ) ( , )c cρ ⋅ ξ ζ = ⋅ ρ ζ ξ ,

äå       
1, ÿêùî 0 ,

sign ( )
1, ÿêùî 0 .

c
c

c

+ >
= − <

Ïåðåâ³ðèòè ö³ âëàñòèâîñò³ ïðîïîíóºìî ñàìîñò³éíî.

6.5. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

6.5.1. Ìàºìî òàáëèöþ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äèñêðåòíî¿ äâî-
âèì³ðíî¿ ñèñòåìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí { , }ξ ζ :

ζ
ξ

3 7 12 15

4 0,10 0,08 0,05 0,08

9 0,07 0,12 0,13 0,18
13 0,02 0,08 0,05 0,04
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Çíàéòè:
à) çàêîí ðîçïîä³ëó âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ ;
á) çàêîí ðîçïîä³ëó âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ζ ;
â) îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè (ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ,

äèñïåðñ³¿ òà ñòàíäàðòí³ â³äõèëåííÿ) âèïàäêîâèõ âåëè÷èíè ξ  òà ζ ;
ã) ïîêàçíèêè ñòîõàñòè÷íîãî çâ’ÿçêó (êîâàð³àö³þ, êîåô³ö³ºíò êî-

ðåëÿö³¿) ì³æ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ .
6.5.2. Äîâåñòè, ùî ³ êîâàð³àö³ÿ, ³ êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ íåçà-

ëåæíèõ ì³æ ñîáîþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîð³âíþþòü íóëþ. (Îêðåìî
ðîçãëÿíóòè âèïàäêè äèñêðåòíî¿ òà íåïåðåðâíî¿ ñèñòåìè äâîõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí.)

6.5.3. Îá´ðóíòóâàòè, ùî êîåô³ö³ºíò êîðåëÿö³¿ ξζρ  ì³æ âèïàäêî-

âèìè âåëè÷èíàìè ξ  òà ζ  çàâæäè çàäîâîëüíÿº íåð³âí³ñòü: | | 1ξζρ ≤ .

(Îêðåìî îïðàöþâàòè âèïàäêè äèñêðåòíî¿ òà íåïåðåðâíî¿ ñèñòå-
ìè â³äïîâ³äíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.)

6.5.4. Ïðèáóòîê çà çâè÷àéíîþ àêö³ºþ çà ïåâíèé ïåð³îä ÷àñó
âèçíà÷àºòüñÿ, â îñíîâíîìó, äâîìà ñêëàäîâèìè – ðîçì³ðîì íà-
ðàõîâàíèõ íà àêö³þ óïðîäîâæ ïåð³îäó äèâ³äåíä³â òà êóðñîâîþ
ð³çíèöåþ (òîáòî ð³çíèöåþ ì³æ ðèíêîâîþ ö³íîþ àêö³¿ íà ê³íåöü
òà íà ïî÷àòîê öüîãî ïåð³îäó). Ââàæàþ÷è ðîçì³ð äèâ³äåíä³â ξ  òà
êóðñîâó ð³çíèöþ ζ  äèñêðåòíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè,
îõàðàêòåðèçóâàòè çâ’ÿçîê ì³æ íèìè, ÿêùî â³äîìà òàáëèöÿ ðîç-
ïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ñèñòåìè { , }ξ ζ :

ζ
ξ

25 30 35 40

100 0,03 0,04 0,02 0,01
200 0,04 0,06 0,03 0,03

300 0,05 0,08 0,15 0,14

400 0,02 0,07 0,12 0,11

6.5.5. Ââàæàþ÷è ìàéáóòí³ êóðñè ãðèâí³ ùîäî ³íîçåìíî¿ âà-
ëþòè A  òà ùîäî ³íîçåìíî¿ âàëþòè B  äèñêðåòíèìè âèïàäêîâè-
ìè âåëè÷èíàìè – â³äïîâ³äíî, ξ  òà ζ  – çà â³äîìèì çàêîíîì

ðîçïîä³ëó ñèñòåìè { , }ξ ζ  îá÷èñëèòè îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñ-
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òèêè öèõ äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà ïîêàçíèêè ñòîõàñòè÷íîãî
çâ’ÿçêó ì³æ íèìè.

Ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ ζ
Ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ ξ

4,64 5,01 5,27 5,73 6,12

20,34 0,01 0,02 0,03 0,02 0,01
20,67 0,04 0,06 0,08 0,05 0,01
21,05 0,05 0,08 0,12 0,11 0,07

21,41 0,02 0,05 0,06 0,07 0,04

6.5.6. Çà â³äîìîþ ôóíêö³ºþ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé:

( , ) sin cosF x y x y=  ( 0
2

x
π

≤ ≤ , 0
2

y
π

− ≤ ≤ )

ïîòð³áíî çíàéòè éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî äâîâèì³ðíà âèïàäêîâà òî÷êà
( , )ξ ζ  êîîðäèíàòíî¿ ïëîùèíè xO y  ïîòðàïèòü ó ïðÿìîêóòíèê,

îáìåæåíèé ïðÿìèìè 
6

x
π

= , 
3

x
π

= , 
3

y
π

= − , 
4

y
π

= − .

6.5.7. Äâîâèì³ðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð ( , )ξ ζ  ðîçïîä³ëåíèé ³ç

ñòàëîþ ù³ëüí³ñòþ âñåðåäèí³ òðèêóòíèêà O A B , äå (0, 0)O = ,

(1, 0)A = , (0, 1)B = .
Çàïèñàòè àíàë³òè÷íèé âèãëÿä ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ äâîâèì³ðíî¿

âèïàäêîâî¿ ñèñòåìè { , }ξ ζ , çíàéòè ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé
îêðåìî êîæíî¿ ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ , îá÷èñëèòè ìàòå-
ìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³¿ òà ñòàíäàðòí³ â³äõèëåííÿ öèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí, ðîçðàõóâàòè êîâàð³àö³þ òà êîåô³ö³ºíò êîðå-
ëÿö³¿, à òàêîæ îõàðàêòåðèçóâàòè çâ’ÿçîê ì³æ ξ  òà ζ .

6.5.8. Â³äîìà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( , )F x y  íåïå-

ðåðâíî¿ ñèñòåìè { , }ξ ζ  äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí:

( )1 5 5 5 , ÿêùî 0 òà 0 ;
( , )

0 , ÿêùî 0 àáî 0 .

x y x y x y
F x y

x y

− − − + − − + ≥ ≥
= 

< <

Çíàéòè:
à) ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )F xξ  ³ ( )F yζ  êîæíî¿ ç

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ ;
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á) ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )f xξ  ³ ( )f yζ  öèõ âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí;
â) ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ñèñòåìè âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí ξ  òà ζ .
6.5.9. Â³äîì³ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó íåçàëåæíèõ ñêëàäîâèõ íå-

ïåðåðâíî¿ äâîâèì³ðíî¿ âèïàäêîâî¿ ñèñòåìè { , }ξ ζ :

55 , ÿêùî 0 ;
( )

0 , ÿêùî 0 ;

xe x
f x

x

−

ξ

 ≥
= 

<
33 , ÿêùî 0 ;

( )
0 , ÿêùî 0 .

ye y
f y

y

−

ζ

 ≥
= 

<

Çíàéòè ù³ëüí³ñòü òà ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó ñèñòåìè { , }ξ ζ .
6.5.10. Çà â³äîìîþ ôóíêö³ºþ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé

íåïåðåðâíî¿ ñèñòåìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí { , }ξ ζ  çíàéòè ìàòåìàòè÷-
í³ ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿ êîæíî¿ ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ :

2 2
4 , ÿêùî 0 òà 0 ;( , )
0 , ÿêùî 0 àáî 0 .

x yx y e x yf x y
x y

− − ≥ ≥= 
< <

Âêàç³âêà. Âçÿòè äî óâàãè ³íòåãðàë Ïóàññîíà: 
2

0 2
xe d x

+∞
− π

=∫ .
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ФУНКЦІЇ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН.
ЗАКОН ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ ТА ЦЕНТРАЛЬНА ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА.

ОКРЕМІ ВАЖЛИВІ РОЗПОДІЛИ,
ПОВ’ЯЗАНІ ІЗ НОРМАЛЬНИМ ЗАКОНОМ

7.1. Функції випадкових величин
7.2. Закон великих чисел
7.3. Центральна гранична теорема
7.4. Окремі важливі розподіли, пов’язані із нормальним законом
7.5. Завдання для практичних занять і самостійної роботи студентів

7.1. Функції випадкових величин

Íåõàé ξ  –  äåÿêà îäíîâèì³ðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà: àáî

äèñêðåòíà –  ç ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü { }jX x=  òà çàêîíîì

ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé { { } }j jp P x= ξ = , àáî íåïåðåðâíà –  ç ôó-

íêö³ºþ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ( )f x , x−∞ < < +∞ .
Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ÷èñëîâó ôóíêö³þ ϕ  â³ä ö³º¿ âèïàäêîâî¿

âåëè÷èíè òà ïîçíà÷èìî ( )ϕ ξ  ÷åðåç η :

( )η = ϕ ξ .

Îñê³ëüêè ξ  –  âèïàäêîâà âåëè÷èíà, âåëè÷èíó η  òåæ ñëóøíî
ââàæàòè âèïàäêîâîþ –  íàïðèêëàä, êîëè ð³çíèì ìîæëèâèì çíà-
÷åííÿì ξ  â³äïîâ³äàòèìóòü ð³çí³ ìîæëèâ³ çíà÷åííÿ η , ó òîìó ÷èñë³,
êîëè ôóíêö³îíàëüíà çàëåæí³ñòü ϕ  íà ÷èñëîâ³é îñ³ º àáî çðîñòàþ-
÷îþ, àáî ñïàäíîþ. Ïîçà óâàãîþ çàëèøèìî âèïàäîê, êîëè ôóíê-
ö³ÿ ϕ  º ñòàëîþ íà ìíîæèí³ óñ³õ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè ξ .

Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³ÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè η
âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

à) ó âèïàäêó, êîëè ξ  –  äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà:

• [ ] [ ( )] ( ) { } ( )
j j

j j j j
x X x X

M M x P x p x
∈ ∈

η ≡ ϕ ξ = ϕ ⋅ ξ = = ϕ∑ ∑ ,
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• 2[ ] ( ( ) [ ]) { }
j

j j
x X

D x M P x
∈

η = ϕ − η ⋅ ξ = =∑
2{ ( ) [ ( )] }

j

j j
x X

p x M
∈

= ϕ − ϕ ξ∑
á) ó âèïàäêó, êîëè ξ  –  íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà:

• [ ] [ ( )] ( ) ( )M M x f x dx
+∞

−∞

η ≡ ϕ ξ = ϕ ⋅∫ ,

• 2[ ] ( ( ) [ ]) ( )D x M f x dx
+∞

−∞

η = ϕ − η ⋅∫

Äëÿ äèñïåðñ³¿ ôóíêö³¿ ( )η = ϕ ξ  â³ä âèïàäêîâî¿ (äèñêðåòíî¿
àáî íåïåðåðâíî¿) âåëè÷èíè ξ  ìàºìî òàêîæ ôîðìóëó:

2 2[ ] [ ( )] [ ( )]D M Mη = ϕ ξ − ϕ ξ .

Ðîçãëÿíåìî äàë³ ïåâíó ñóêóïí³ñòü îäíîâèì³ðíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí ³ äåÿêó ÷èñëîâó ôóíêö³þ, àðãóìåíòàìè ÿêî¿ âèñòóïàþòü
ö³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè. Íàéïðîñò³øîþ ç òàêèõ ñóêóïíîñòåé º
ñèñòåìà { , }ξ ζ , ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ îäíîâèì³ðíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí ξ  òà ζ , à ïðîñòèì ïðèêëàäîì ôóíêö³¿ â³ä íèõ –  ¿õíÿ
ñóìà: η = ξ + ζ .

ßê ïðàâèëî, ôóíêö³ÿ âèïàäêîâèõ àðãóìåíò³â òåæ º âèïàäêî-
âîþ âåëè÷èíîþ (êîíòðïðèêëàä: 0 0 0⋅ ξ + ⋅ ζ ≡  –  çàâæäè íåâè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà).

Îòæå, ïîçíà÷èìî ôóíêö³þ ( , )ϕ ξ ζ  äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

ξ  òà ζ  ÷åðåç η : ( , )η = ϕ ξ ζ . Ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêö³îíàëüíà çà-
ëåæí³ñòü ϕ  íàì â³äîìà, òà ïîñòàâèìî ïèòàííÿ ïðî çàêîí (ôóíê-
ö³þ) ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé òà îñíîâí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè
âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè η . Àíàëîã³÷í³ ïèòàííÿ âèíèêàþòü ³ ó âè-
ïàäêàõ, êîëè ôóíêö³ÿ ϕ  ìàº íå äâà, à á³ëüøå âèïàäêîâèõ àðãó-
ìåíò³â.

Îêðåì³ ôàêòè ïðî ôóíêö³¿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ìîæíà ââàæàòè
âæå â³äîìèìè. À ñàìå, ç îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí (òåìà 3) ìàºìî:
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1) ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ àëãåáðà¿÷íî¿ ñóìè ê³ëüêîõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí äîð³âíþº â³äïîâ³äí³é àëãåáðà¿÷í³é ñóì³ ìàòåìà-
òè÷íèõ ñïîä³âàíü öèõ âåëè÷èí;

2) ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ äîáóòêó ê³ëüêîõ íåçàëåæíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîð³âíþº äîáóòêó ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³âàíü
öèõ âåëè÷èí;

3) äèñïåðñ³ÿ ñóìè äîâ³ëüíî¿ ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ïîïàðíî íåçà-
ëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äîð³âíþº ñóì³ äèñïåðñ³é öèõ âåëè÷èí.

Äàë³ áàæàíî îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñ³¿ ñóìè
äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ó çàãàëüíîìó âèïàäêó –  êîëè âîíè º,
ìîæëèâî, ñòîõàñòè÷íî çàëåæíèìè. Îáìåæèìîñÿ ó ì³ðêóâàííÿõ
âèïàäêîì, êîëè ξ  º äèñêðåòíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ìíî-

æèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü { | 1, }iX x i m= = , ζ  –  äèñêðåòíîþ
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü

{ | 1, }jY y j n= = , à çàêîí ðîçïîä³ëó ñèñòåìè { , }ξ ζ  ïîäàíî òàá-

ëèöåþ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( }|| ||ij m nP p ×= .

Íàãàäàºìî, ùî:

1

{ }
n

i ij
j

P x p
=

ξ = = ∑ , 1,i m= ; 
1 1

[ ]
m n

i ij
i j

M x p
= =

ξ = ∑ ∑ ;

2

1 1

[ ] ( [ ])
m n

i ij
i j

D x M p
= =

ξ = − ξ∑ ∑ ;

1

{ }
m

j ij
i

P y p
=

ζ = = ∑ , 1,j n= ; 
1 1

[ ]
n m

j ij
j i

M y p
= =

ζ = ∑ ∑ ;

2

1 1

[ ] ( [ ])
n m

i ij
j i

D y M p
= =

ζ = − ζ∑ ∑ ;

1 1

cov( , ) ( [ ])( [ ])
m n

i j ij
i j

x M y M p
= =

ξ ζ = − ξ − ζ∑∑ ;

cov ( , ) [ ]Dξ ξ = ξ ; cov ( , ) [ ]Dζ ζ = ζ .

Òîìó:

1 1 1 1 1 1

[ ] ( )
m n m n m n

i j ij i ij j ij
i j i j i j

M x y p x p y p
= = = = = =

ξ + ζ = + == + =∑∑ ∑∑ ∑∑
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1 1 1 1

[ ] [ ]
m n n m

i ij j ij
i j j i

x p y p M M
= = = =

= + = ξ + ζ∑ ∑ ∑ ∑

— öå º ï³äòâåðäæåííÿì ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîä³âàííÿ ñóìè äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí; à òàêîæ:

2

1 1

[ ] ( ( ) [ ] )
m n

i j ij
i j

D x y M p
= =

ξ + ζ = + − ξ + ζ =∑∑

2 2

1 1 1 1

( ( [ ]) ( [ ])) ( [ ])
m n m n

i j ij i ij
i j i j

x M y M p x M p
= = = =

= − ξ + − ζ = − ξ +∑∑ ∑∑

2

1 1 1 1

2 ( [ ])( [ ]) ( [ ])
m n m n

i j ij j ij
i j i j

x M y M p y M p
= = = =

+ − ξ − ζ + − ζ =∑∑ ∑∑

2

1 1 1 1

( [ ]) 2 ( [ ])( [ ])
m n m n

i ij i j ij
i j i j

x M p x M y M p
= = = =

= − ξ + − ξ − ζ +∑ ∑ ∑∑

2

1 1

( [ ]) [ ] 2cov( , ) [ ]
n m

j ij
j i

y M p D D
= =

+ − ζ = ξ + ξ ζ + ζ∑ ∑ .

Îòæå,

[ ] [ ] [ ]M M Mξ + ζ = ξ + ζ ,

[ ] [ ] 2cov( , ) [ ]D D Dξ + ζ = ξ + ξ ζ + ζ

àáî [ ] cov( , ) 2cov( , ) cov( , )D ξ + ζ = ξ ξ + ξ ζ + ζ ζ .

Òàê³ æ ôîðìóëè ìàþòü ì³ñöå ³ ó âèïàäêó íåïåðåðâíèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ .

ßêùî ðîçãëÿäàòè ñê³í÷åííó ñóìó n  îäíîâèì³ðíèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí 1 2, , , nξ ξ ξ… , ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-
ä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿ óçàãàëüíþþòüñÿ òà íàáèðàþòü òàêîãî âèãëÿ-
äó:

1 2 1 2
1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n

n n j
j

M M M M M
=

ξ + ξ + + ξ = ξ + ξ + + ξ = ξ∑… … ,
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1 2
1 1 1 , 1

( )

[ ] cov( , ) [ ] cov( , )
n n n n

n i j j i j
i j j i j

i j

D D
= = = =

≠

ξ + ξ + + ξ = ξ ξ = ξ + ξ ξ∑∑ ∑ ∑… ,

ïðè÷îìó ó âèïàäêó ïîïàðíî¿ íåçàëåæíîñò³ ì³æ ñîáîþ îêðåìèõ
îäíîâèì³ðíèõ ñêëàäîâèõ áàãàòîâèì³ðíî¿ ñèñòåìè 1 2{ , , , }nξ ξ ξ… ,

òîáòî êîëè cov( , ) 0i jξ ξ =  äëÿ âñ³õ i j≠ , äèñïåðñ³ÿ ñóìè òàêèõ

ñêëàäîâèõ îá÷èñëþºòüñÿ ïðîñòî ÿê ñóìà äèñïåðñ³é öèõ ñêëàäîâèõ:

1 2
1 1 1

[ ] cov( , ) [ ]
n n n

n i j j
i j j

D D
= = =

ξ + ξ + + ξ = ξ ξ = ξ∑∑ ∑… .

Ùî ñòîñóºòüñÿ äîáóòêó η = ξζ  äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ
òà ζ , òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ éîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ
ìàºìî ôîðìóëó:

[ ] [ ] [ ] [ ] cov ( , )M M M Mη ≡ ξζ = ξ ⋅ ζ + ξ ζ ,

à ó âèïàäêó íåçàëåæíîñò³ ξ  òà ζ  –  ôîðìóëó:

[ ] [ ] [ ]M M Mξ ζ = ξ ⋅ ζ .

Äèñïåðñ³ÿ äîáóòêó äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí îá-
÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

2 2[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]D D D D M D M Dη ≡ ξζ = ξ ⋅ ζ + ξ ⋅ ζ + ζ ⋅ ξ ,

à ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó, êîëè [ ] 0M ξ =  òà [ ] 0M ζ = , ìàºìî
ñïðîùåííÿ:

[ ] [ ] [ ]D D Dξ ζ = ξ ⋅ ζ .

Ùå îäíèì âàæëèâèì ïèòàííÿì º âèçíà÷åííÿ çàêîíó, ôóíê-
ö³¿ àáî âèäó ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè, ÿêà º
ôóíêö³ºþ â³ä ³íøèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, çà â³äîìèìè ðîçïîä³-
ëàìè ñâî¿õ âèïàäêîâèõ àðãóìåíò³â.

Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà η º ñóìîþ
äâîõ íåïåðåðâíèõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ : η =
= ξ + ζ , ÿê³ ìàþòü ôóíêö³¿ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ( )f xξ  ³ ( )f yζ ,

êîæíà ç ÿêèõ âèçíà÷åíà íà ìíîæèí³ ä³éñíèõ ÷èñåë ( , )R = −∞ + ∞ .
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Òîä³ ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ( )f zη  âèïàäêîâî¿ âåëè÷è-

íè η = ξ + ζ  ìîæå áóòè çíàéäåíà çà îäí³ºþ ç äâîõ íàñòóïíèõ
ôîðìóë:

• àáî ( ) ( ) ( )f z f x f z x d x
+∞

η ξ ζ
−∞

= −∫ ,

• àáî ( ) ( ) ( )f z f z y f y d y
+∞

η ξ ζ
−∞

= −∫ .

Íåõàé, íàïðèêëàä, íåïåðåðâí³ íåçàëåæí³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè
ξ  òà ζ  º ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèìè íà â³äð³çêó [ , ]a b , äå a b< ,

òîáòî 
1

( ) ( )f x f y
b aξ ζ= =
−

 ïðè , [ , ]x y a b∈  ³ ( ) ( ) 0f x f yξ ζ= =  ïðè

, [ , ]x y a b∉ . Òîä³ âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = ξ + ζ  ìàòèìå ìíîæè-

íîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü â³äð³çîê [2 , 2 ]a b  òà ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³

éìîâ³ðíîñòåé ( )f zη , ÿêà äîð³âíþº:

2

2

0, 2 ;

2
, 2 ;

( )
( )

2
, 2 ;

( )

0, 2 .

z a

z a
a z a b

b a
f z

b z
a b z b

b a

b z

η

<
 − ≤ ≤ +

−
=  − + ≤ ≤
 −


<

Òàêèì ÷èíîì, ñóìà äâîõ íåïåðåðâíèõ íåçàëåæíèõ ³ ð³âíîì³-
ðíî ðîçïîä³ëåíèõ íà îäíîìó é òîìó æ â³äð³çêó [ , ]a b  âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí º íåïåðåðâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà ìàº íà â³äð³ç-
êó [2 , 2 ]a b  ñèìåòðè÷íèé òðèêóòíèé ðîçïîä³ë (ðîçïîä³ë Ñ³ìïñîíà).

Ùî ñòîñóºòüñÿ ñóìè η = ξ + ζ  äâîõ íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíèõ
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ  òà ζ  ç â³äîìèìè ïàðàìåòðàìè

1[ ]M ξ = µ , 2[ ]M ζ = µ , 2
1[ ]D ξ = σ , 2

2[ ]D ζ = σ  òà êîåô³ö³ºíòîì

êîðåëÿö³¿ 12( , )ρ ξ ζ = ρ , òî âîíà º íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíîþ âèïà-
äêîâîþ âåëè÷èíîþ òà ìàº íàñòóïí³ ÷èñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè:
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1 2[ ]M η = µ + µ , 2 2
1 2 12 1 2[ ] 2D η = σ + σ + ρ σ σ .

² âçàãàë³, ñóìîþ äîâ³ëüíîãî ñê³í÷åííîãî ÷èñëà íîðìàëüíî
ðîçïîä³ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí º òåæ íîðìàëüíî ðîçïîä³ëåíà
âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Çàêîí ðîçïîä³ëó ñóìè n  íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
êîæíà ç ÿêèõ ìàº ïóàññîí³âñüêèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðîì 0λ > ,
ìàº íàçâó çàêîíó Åðëàíãà ïîðÿäêó ( 1)n − , òîáòî ñàì ïîêàçíèêî-
âèé çàêîí –  öå çàêîí Åðëàíãà íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Ù³ëüí³ñòü
ðîçïîä³ëó Åðëàíãà ( 1)n − -ãî ïîðÿäêó îïèñóºòüñÿ ôîðìóëîþ:

1

0, 0 ,
( )

( ) , 0
( 1)!

n x

x
f x

x e x
n

− −λ

<
= λ λ ≥ −

(íàãàäàºìî, ùî 0 ! 1= ).
Ùî ñòîñóºòüñÿ ñóìè äâîõ íåçàëåæíèõ äèñêðåòíèõ âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí, ðîçïîä³ëåíèõ çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðàìè,
â³äïîâ³äíî, 1λ  ³ 2λ , âîíà òàêîæ ìàº ðîçïîä³ë Ïóàññîíà, ïàðà-

ìåòð ÿêîãî äîð³âíþº 1 2λ + λ .

7.2. Закон великих чисел

Ó øèðîêîìó ðîçóì³íí³ ï³ä çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë ðîçóì³þòü
ãðóïó òåîðåì, ó êîæí³é ç ÿêèõ âñòàíîâëþºòüñÿ ôàêò íàáëèæåííÿ
çà òèõ ÷è ³íøèõ óìîâ ïåâíèõ õàðàêòåðèñòèê (ïîêàçíèê³â, ðåçóëüòà-
ò³â) ùîäî âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ðåàë³çàö³é âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè àáî
ãðóïè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî â³äïîâ³äíèõ ñòàëèõ íåâèïàäêîâèõ
âåëè÷èí. Çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë âèñâ³òëþº ïåâí³ äåòåðì³íîâàí³
çàêîíîì³ðíîñò³ ó ìàñîâèõ âèïàäêîâèõ ïîä³ÿõ çà óìîâ, ùî êîíê-
ðåòíèé ðåçóëüòàò ðåàë³çàö³¿ îêðåìî êîæíî¿ ç âèïàäêîâèõ ïîä³é º
íåäåòåðì³íîâàíèì, íåïåðåäáà÷óâàíèì íàïåðåä.

Ïðèêëàäîì çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë º äîâåäåíà â ëåêö³¿ 4 òåîðåìà
Áåðíóëë³: çà äóæå âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ âèïðîáóâàíü ÷àñòîòà âèíèê-
íåííÿ âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ A , òîáòî âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ç ³ìîâ³ð-
í³ñòþ 1 íàáëèæàºòüñÿ äî éìîâ³ðíîñò³ p  ïîä³¿ A , ÿêà º ñòàëèì
íåâèïàäêîâèì ÷èñëîì. Öå òâåðäæåííÿ âèñâ³òëþº âëàñòèâ³ñòü ñò³é-
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êîñò³ â³äíîñíî¿ ÷àñòîòè âèíèêíåííÿ âèïàäêîâî¿ ïîä³¿ çà íåîáìå-
æåíîãî çðîñòàííÿ ê³ëüêîñò³ âèïðîáóâàíü (ñàìå íà ï³äñòàâ³ ö³º¿ âëà-
ñòèâîñò³ ³ áóëî âèíàéäåíå ôóíäàìåíòàëüíå ïîíÿòòÿ éìîâ³ðíîñò³).

²íøèì ïðèêëàäîì çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë º òâåðäæåííÿ ïðî
ñò³éê³ñòü ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ãðóïè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî º
ðåçóëüòàòîì âçàºìíîãî ïîãàøåííÿ ³íäèâ³äóàëüíèõ â³äõèëåíü êîæ-
íî¿ ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí â³ä ñâîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ. Çîêðå-
ìà, ìàº ì³ñöå òàêà âëàñòèâ³ñòü.

Òåîðåìà ïðî çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë ×åáèøåâà. Íåõàé {ξ1, ξ2,…,
ξn,…} –  ïîñë³äîâí³ñòü ïîïàðíî íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,
ÿê³ ìàþòü ñê³í÷åíí³ ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿, ùî îá-
ìåæåí³ ó ñóêóïíîñò³:

[ ] nnM Rξ = ξ ∈ , 2 2[ ]n nD Rξ = σ ≤ σ ∈  äëÿ âñ³õ n N∈ .

Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíîãî (ÿê çàâãîäíî ìàëîãî) ÷èñëà 0ε >  ñïðàâ-
äæóºòüñÿ ð³âí³ñòü:

1 2 1 2[ ] [ ] [ ]
lim {| | } 1n n

n

M M M
P

n n→∞

ξ + ξ + + ξ ξ + ξ + + ξ
− < ε =

… …
.

Òîáòî ñåðåäíº àðèôìåòè÷íå âåëèêîãî ÷èñëà âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ç áëèçüêîþ äî îäèíèö³ éìîâ³ðí³ñòþ íàáèðàº çíà÷åííÿ,
ùî ìàëî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ñåðåäíüîãî àðèôìåòè÷íîãî ¿õ ìàòåìà-
òè÷íèõ ñïîä³âàíü.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîì³æíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ζ =
1 2 n

n
ξ + ξ + + ξ

=
…

, ÿêà º ïðîñòîþ ñåðåäíüîþ àðèôìåòè÷íîþ ïî-

ïàðíî íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí 1 2, , , nξ ξ ξ… . Îñíîâí³ ÷è-
ñëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè íàñòóïí³:

1 2[ ] [ ] [ ]
[ ] nM M M

M
n

ξ + ξ + + ξ
ζ =

…
,

1 2
2

[ ] [ ] [ ]
[ ] nD D D

D
n

ξ + ξ + + ξ
ζ =

…
,

ïðè÷îìó ç óìîâè ïðî îáìåæåí³ñòü ó ñóêóïíîñò³ äèñïåðñ³é âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí 1 2, , , nξ ξ ξ…  âèïëèâàº, ùî 
2 2

2[ ]
n

D
nn

⋅ σ σ
ζ ≤ = .
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Îáåðåìî òåïåð äîâ³ëüíå ÷èñëî 0ε >  òà çàñòîñóºìî ùîäî âèïàä-
êîâî¿ âåëè÷èíè ζ  íåð³âí³ñòü ×åáèøåâà, çà ÿêîþ

2

[ ]
{ | [ ] | } 1

D
P M

ζ
ζ − ζ < ε ≥ −

ε
:

2
1 2 1 2

2

[ ] [ ] [ ]
{ | | } 1n nM M M

P
n n n

ξ + ξ + + ξ ξ + ξ + + ξ σ
− < ε ≥ −

ε
… …

.

Ëèøàºòüñÿ ïåðåéòè â ö³é íåð³âíîñò³ äî ãðàíèö³ ïðè n → +∞ :

1 2 1 2[ ] [ ] [ ]
lim {| | } 1n n

n

M M M
P

n n→∞

ξ + ξ + + ξ ξ + ξ + + ξ
− < ε =

… …
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
²ç ùîéíî ðîçãëÿíóòîãî çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë ×åáèøåâà îäðàçó

æ âèïëèâàº, ùî êîëè â ïîñë³äîâíîñò³ 1 2{ , , , , }nξ ξ ξ… …  ïîïàðíî
íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿê³ ìàþòü îáìåæåí³ â ñóêóï-
íîñò³ äèñïåðñ³¿, ïðè÷îìó âñ³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ìàþòü îäíàêîâ³
ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ: [ ]nM Rξ = µ ∈  äëÿ âñ³õ n N∈ , òîä³ äëÿ

äîâ³ëüíîãî ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü:

1 2lim {| | } 1n

n
P

n→∞

ξ + ξ + + ξ
− µ < ε =

…
.

Áà÷èìî, çîêðåìà, ùî ç áëèçüêîþ äî îäèíèö³ éìîâ³ðí³ñòþ
ñåðåäíº àðèôìåòè÷íå âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ðåàë³çàö³é âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè íàáèðàòèìå çíà÷åííÿ, ùî ìàëî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ìà-
òåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ö³º¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.

7.3. Центральна гранична теорема

Ùå îäíà ãðóïà òåîðåì òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé, ÿê³ îá’ºäíàí³ ï³ä
íàçâîþ öåíòðàëüíî¿ ãðàíè÷íî¿ òåîðåìè, âèçíà÷àþòü óìîâè âèíèê-
íåííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè. Çîêðåìà,
äîâåäåíî, ùî íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë âèíèêàº òîä³, êîëè ï³äñóìî-
âóºòüñÿ áàãàòî íåçàëåæíèõ àáî ñëàáêî çàëåæíèõ ì³æ ñîáîþ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí, õî÷ îêðåìî êîæíèé ç äîäàíê³â ìîæå ³ íå ï³ä-
ïîðÿäêîâóâàòèñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé.

Òåîðåìà. Íåõàé 1 2{ , , , , }nξ ξ ξ… …  –  ïîñë³äîâí³ñòü ïîïàðíî íå-
çàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, êîæíà ç ÿêèõ ìàº îáìåæåí³ ìàòå-
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ìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà äèñïåðñ³¿: [ ] nnM Rξ = ξ ∈ , [ ]nD ξ = 2
nσ ∈R

äëÿ âñ³õ n N∈ .

Òîä³ âèïàäêîâà âåëè÷èíà 1 1

1

( ) ( [ ] [ ] )

[ ] [ ]
n n

n

M M

D D

ξ + + ξ − ξ + + ξ
ξ + + ξ

… …
…

ïðè n → +∞  çà ðîçïîä³ëîì éìîâ³ðíîñòåé íàáëèæàºòüñÿ äî òàêî¿
âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ζ , ÿêà ìàº íîðìîâàíèé íîðìàëüíèé çàêîí

ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé, òîáòî [ ] 0M ζ =  òà [ ] 1D ζ = .
Íàñë³äêîì ç ö³º¿ òåîðåìè º, çîêðåìà, âèñíîâîê, ùî êîëè â ñó-

êóïíîñò³ 1{ , , }nξ ξ…  âñ³ âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ïîïàðíî íåçàëåæí³ òà
ìàþòü îäíàêîâ³ ìàòåìàòè÷í³ ñïîä³âàííÿ òà îäíàêîâ³ äèñïåðñ³¿:

[ ]jM ξ = µ , 2[ ]jD ξ = σ  äëÿ âñ³õ 1,j n= ,

òîä³ ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ n ñóìà 1 nξ + + ξ…  ìàº ìàéæå íîðìàëü-

íèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðàìè nµ  òà nσ , à ñåðåäíº àðèôìåòè÷íå

1 n

n
ξ + + ξ…

 –  ìàéæå íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðàìè µ  òà

n

σ
.

Çâåðí³òü óâàãó, ùî çàðàç îêðåìî êîæíà ç âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí ñóêóïíîñò³ 1{ , , }nξ ξ…  ìîæå ìàòè áóäü-ÿêèé, à íå îáîâ’ÿçêî-
âî íîðìàëüíèé, çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé; á³ëüø òîãî, êîæ-
íà ç âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ìîæå áóòè ÿê íåïåðåðâíîþ, òàê ³ äèñêðåò-
íîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, òîáòî ñóêóïí³ñòü 1{ , , }nξ ξ…  ìîæå áó-
òè íå ëèøå äèñêðåòíîþ àáî íåïåðåðâíîþ, à òàêîæ ³ ì³øàíîþ.

7.4. Окремі важливі розподіли,
пов’язані із нормальним законом

²ç íîðìàëüíèì çàêîíîì ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ïîâ’ÿçàí³
ê³ëüêà âàæëèâèõ ðîçïîä³ë³â, ÿê³ çíàéøëè ïðèêëàäíå çàñòîñóâàí-
íÿ ó ñòàòèñòè÷í³é îáðîáö³ äàíèõ. Öå, íàñàìïåðåä, ðîçïîä³ë õ³-
êâàäðàò, ðîçïîä³ë Ñòüþäåíòà ³ ðîçïîä³ë Ô³øåðà.

Ðîçïîä³ë õ³-êâàäðàò (àáî 2χ  – ðîçïîä³ë Ï³ðñîíà). Âèïàäêîâà âå-

ëè÷èíà 2χ  (çàðàç öå ïîçíà÷åííÿ îçíà÷àº íå êâàäðàò âåëè÷èíè χ ,
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à âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÿê ºäèíèé ñèìâîë!) íàçèâàºòüñÿ ðîçïîä³ëåíîþ
çà çàêîíîì õ³-êâàäðàò ç n  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, ÿêùî âîíà º ñó-
ìîþ êâàäðàò³â n  ïîïàðíî íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí 1ξ ,

2ξ , …, nξ , êîæíà ç ÿêèõ ìàº íîðìîâàíèé íîðìàëüíèé çàêîí
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé:

2 2 2 2
1 2 nχ = ξ + ξ + + ξ… .

Î÷åâèäíî, ùî 2 0χ ≥ , ïðè÷îìó 2[ ]M nχ =  ³ 2[ ] 2D nχ = , îñê³ëü-

êè cov ( , ) 1i iξ ξ =  äëÿ âñ³õ 1,i n=  ³ cov ( , ) 0i jξ ξ =  ïðè i j≠ .

Ãðàô³êè ³íòåãðàëüíî¿ òà äèôåðåíö³àëüíî¿ ôóíêö³é õ³-êâàäðàò
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé äëÿ îêðåìèõ çíà÷åíü ÷èñëà ñòóïåí³â â³-
ëüíîñò³ (2, 5 àáî 10) íàâåäåí³ íà ðèñ. 7.1.

Ðèñ. 7.1. Õ³-êâàäðàò ðîçïîä³ë

2χ  –  ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó

2χ  –  ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³
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Ïðè âåëèêîìó çá³ëüøåíí³ çíà÷åíü n  ðîçïîä³ë õ³-êâàäðàò ñòàº
âñå áëèæ÷èì äî íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó ç ïàðàìåòðàìè nµ =  òà

2 2nσ = .

Íàÿâí³ñòü ì³æ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè 1ξ , 2ξ , …, nξ  áóäü-

ÿêî¿ çàëåæíîñò³ çìåíøóº ê³ëüê³ñòü ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó 2χ
íà îäèíèöþ.

Ðîçïîä³ë Ñòüþäåíòà (àáî t − ðîçïîä³ë Ñòüþäåíòà). Öåé çàêîí
áóëî âèíàéäåíî Ãîññåòîì, ÿêèé äðóêóâàâ ñâî¿ ïðàö³ ï³ä ïñåâäî-
í³ìîì "Ñòüþäåíò". Âèïàäêîâà âåëè÷èíà τ  íàçèâàºòüñÿ ðîçïîä³-
ëåíîþ çà çàêîíîì Ñòüþäåíòà ç n  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, ÿêùî âîíà
º íàñòóïíîþ ôóíêö³ºþ â³ä íåçàëåæíèõ íîðìîâàíî¿ íîðìàëüíî
ðîçïîä³ëåíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ  òà âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè 2χ ,
ðîçïîä³ëåíî¿ çà çàêîíîì õ³-êâàäðàò ç n  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³:

2 2

n

n

ξ ξ
τ = ≡

χ χ
.

Äîâåäåíî, ùî [ ] 0M τ =  ³ [ ]
2

n
D

n
τ =

−
.

Ãðàô³êè ³íòåãðàëüíî¿ òà äèôåðåíö³àëüíî¿ ôóíêö³é ðîçïîä³ëó
Ñòüþäåíòà äëÿ îêðåìèõ çíà÷åíü ÷èñëà ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ (2 àáî
10) íàâåäåí³ íà ðèñ. 7.2.

Ïðè n → +∞  t − ðîçïîä³ë Ñòüþäåíòà ñòð³ìêî íàáëèæàºòüñÿ
äî ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó.

Ðîçïîä³ë Ô³øåðà (³íø³ íàçâè: F − ðîçïîä³ë àáî ðîçïîä³ë Ô³-
øåðà-Ñíåäåêîðà). Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η  íàçèâàºòüñÿ ðîçïîä³ëå-

íîþ çà çàêîíîì Ô³øåðà ç 1n  òà 2n  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, ÿêùî ¿¿
ìîæíà ïîäàòè ÿê íàñòóïíó ôóíêö³þ äâîõ íåçàëåæíèõ òà ðîçïî-
ä³ëåíèõ çà çàêîíîì Ï³ðñîíà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí 2

1χ  ³ 2
2χ :

2 2
1 1 1 2
2 2
2 2 2 1

n n
n n

χ χ
η = ≡

χ χ
,

äå âåëè÷èíà 2
1χ  ìàº 1n  ñòóïåí³â â³ëüíîñò³, à âåëè÷èíà 2

2χ  –  2n
ñòóïåí³â â³ëüíîñò³.
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Ðèñ. 7.2. Ðîçïîä³ë Ñòüþäåíòà

Çíà÷åííÿ ðîçïîä³ëåíî¿ çà çàêîíîì Ô³øåðà âèïàäêîâî¿ âåëè-
÷èíè çàâæäè íåâ³ä’ºìí³. Íàâåäåìî, íàïðèêëàä, òàáëèöþ òà ãðà-
ô³êè ôóíêö³é ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé ðîçïîä³ëó Ô³øåðà äëÿ íà-
ñòóïíèõ ïàð çíà÷åíü ÷èñëà ñòóïåí³â â³ëüíîñò³: 1 2n =  ³ 2 5n = , à

òàêîæ 1 10n =  ³ 2 3n =  (ðèñ. 7.3).

Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ñòóïåí³â â³ëüíîñò³ 1n  ³ 2n  ðîçïîä³ë
Ô³øåðà íàáëèæàºòüñÿ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó ³ç ñåðåäí³ì

çíà÷åííÿì 2

2 2
n

n
µ =

−
 ( 2 2n > ).

Ôóíêö³ÿ t – ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé

t – ðîçïîä³ë –  ôóíêö³ÿ ù³ëüíîñò³
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Ù³ëüí³ñòü F-ðîçïîä³ëó ç n1 òà n2 ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³

n1; n2 2; 5 10; 3

x f(x)

0 0,0000 0,0000
1 0,3080 0,4041
2 0,1278 0,1585
3 0,0633 0,0768
4 0,0353 0,0434
5 0,0214 0,0272
6 0,0138 0,0184
7 0,0093 0,0131
8 0,0066 0,0097
9 0,0048 0,0074
10 0,0036 0,0058

Ðèñ. 7.3. Ðîçïîä³ë Ô³øåðà

Ðîçãîðíóò³ òàáëèö³ F − ðîçïîä³ëó ç ð³çíèìè çíà÷åííÿìè ñòó-
ïåí³â â³ëüíîñò³ ó á³ëüøîñò³ äîâ³äíèê³â ÷è ï³äðó÷íèê³â ç òåîð³¿
éìîâ³ðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¿ ñòàòèñòèêè íå íàâîäÿòüñÿ. Çà-
ì³ñòü íèõ ÷àñòî ïîäàþòü äëÿ îêðåìèõ çíà÷åíü ÷èñëà α  òàáëèö³
êîðåí³â ð³âíÿííÿ 

1 2, ( ) 1n nF x = − α , äå 
1 2, ( )n nF x  –  ³íòåãðàëüíà

ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó Ô³øåðà ç 1n  ³ 2n  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³, îñê³-
ëüêè îñíîâíà ïðàêòè÷íà ïîòðåáà º ñàìå ó òàêèõ òàáëèöÿõ.

ßê ïîáà÷èìî äàë³, ðîçïîä³ëè Ï³ðñîíà, Ñòüþäåíòà ³ Ô³øåðà-Ñíå-
äåêîðà â³ä³ãðàâàòèìóòü âàæëèâó ðîëü ó ìàòåìàòè÷í³é ñòàòèñòèö³ òà
åêîíîìåòð³¿.

7.5. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

7.5.1. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìàº íàñòóïíó ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³
ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé:

0, 0 ;

sin
( ) , 0 ;

2
0, .

x

x
f x x

x

<
= ≤ ≤ π


> π
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Çíàéòè ôóíêö³þ ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé òà ìàòå-
ìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ζ , ÿêùî 2ζ = ξ .

7.5.2. Íà ìåáëåâ³é ôàáðèö³ ç äîøîê, ñåðåäíÿ äîâæèíà ÿêèõ
200 ñì òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ 15 ñì, ðîáëÿòü äîøêè ç ñåðåä-
íüîþ äîâæèíîþ 150 ñì òà ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì 5 ñì. Îá÷è-
ñëèòè ñåðåäíþ äîâæèíó òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ çàëèøê³â.

7.5.3. Ïðî³ëþñòðóºìî ôóíêö³îíàëüíèé çâ’ÿçîê ì³æ âèïàäêî-
âèìè âåëè÷èíàìè íà ïðèêëàä³ çàäà÷³ ïðî îïòèì³çàö³þ îáñÿãó çà-
êóï³âë³ ïðîäóêö³¿ ç ìåòîþ ¿¿ âèã³äíîãî ïåðåïðîäàæó çà óìîâ, ùî
íàäëèøêîâ³ (íåðåàë³çîâàí³) îáñÿãè ï³äëÿãàòèìóòü óòèë³çàö³¿.
Ïðèïóñòèìî, ùî íà ïî÷àòêó ïåð³îäó áóäå çàêóïëåíî z  îäèíèöü
ïðîäóêö³¿ íà çàãàëüíó ñóìó a z  ãðîøîâèõ îäèíèöü, äå çàêóï³âåëü-
íà ö³íà a  îäèíèö³ ïðîäóêö³¿ ââàæàºòüñÿ â³äîìîþ. Öþ ïðîäóêö³þ
ïëàíóºòüñÿ ðåàë³çóâàòè â ê³íö³ ïåð³îäó ïî ö³í³ b  ãðîøîâèõ îäèíèöü
çà îäèíèöþ ïðîäóêö³¿. Ö³íà ðåàë³çàö³¿ b  ââàæàºòüñÿ â³äîìîþ òà
ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³: 0 a b< < . Àëå ìàéáóòí³é ïîïèò íàïå-
ðåä íåâ³äîìèé –  îáñÿã ðåàë³çàö³¿ (îäèíèöü ïðîäóêö³¿) ðîçãëÿäà-
ºòüñÿ ÿê íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ , ÿêà ìàº ôóíêö³þ

ù³ëüíîñò³ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ( )f xξ , ïðè÷îìó öÿ ôóíêö³ÿ

ââàæàºòüñÿ â³äîìîþ.
Çà òàêèõ óìîâ ìàéáóòí³é îáñÿã ðåàë³çàö³¿ ïðîäóêö³¿ òåæ º âè-

ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ –  ïîçíà÷èìî ¿¿ ÷åðåç ζ , –  ÿêà ïîâ'ÿçàíà

³ç âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ξ  çàëåæí³ñòþ: min { , }zζ = ξ .

Ïîäàìî íà ï³äñòàâ³ ö³º¿ çàëåæíîñò³ âåëè÷èíó [ ]M ζ  –  ìàòåìà-
òè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ζ  –  ÷åðåç â³äîìó ù³ëüí³ñòü

( )f xξ  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè ξ , ïîçíà÷èâøè ÷åðåç { }P zξ >

éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ
á³ëüøå, àí³æ z  (çâåðòàºìî óâàãó, ùî âåëè÷èíà z , õî÷ ³ íåâ³äî-
ìà, àëå ââàæàºòüñÿ íåâèïàäêîâîþ):

[ ] { } ( )
z

M z P z x f x d xξ
−∞

ζ = ⋅ ξ > + ⋅ ⋅ =∫

( ) ( )
z

z

z f x d x x f x d x
+∞

ξ ξ
−∞

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫ .
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Âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ º ³ îáñÿã ïðîäóêö³¿, ÿêà ï³äëÿãàòèìå
óòèë³çàö³¿; öåé íàäëèøîê ν  òàêîæ º ôóíêö³ºþ â³ä âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè ξ : max { ; 0}zν = − ξ .

Íàðåøò³, ³ ïðèáóòîê π  â³ä îïåðàö³¿ ³ç çàêóï³âë³ òà ïåðåïðîäàæó
ïðîäóêö³¿ òåæ º âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà çàëåæèòü â³ä ξ :

min { , }a z b a z b zπ = − + ζ = − + ξ .

Ö³êàâî âèçíà÷èòè òàêèé îáñÿã çàêóï³âë³ z , ùîá ìàòåìàòè÷íå
ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâîãî ïðèáóòêó π  áóëî á ÿêíàéá³ëüøèì.

Âðàõîâóþ÷è íåâèïàäêîâèé õàðàêòåð ñòàëèõ a , b  òà êåðîâàíî¿
çì³ííî¿ z , îäåðæèìî íàñòóïíó çàëåæí³ñòü ì³æ ìàòåìàòè÷íèìè
ñïîä³âàííÿìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí π  òà ξ :

[ ] [ ] ( ) ( )
z

z

M a z b M a z b z f x d x b x f x d x
+∞

ξ ξ
−∞

π = − + ζ = − + +∫ ∫ .

Îòæå, îïòèìàëüíèé îáñÿã z  çàêóï³âë³ ïðîäóêö³¿ –  çà ÿêîãî
ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâîãî ïðèáóòêó π  íàáèðàòèìå
ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ –  âèçíà÷àºòüñÿ óìîâîþ:

( )[ ] 0
z

M
′π = . Ç ö³º¿ óìîâè ìàòèìåìî ð³âíÿííÿ:

( ) ( ) ( ) 0
z

a b f x d x b z f z b z f z
+∞

ξ ξ ξ− + − + =∫ ,

ç ÿêîãî îñòàòî÷íî îäåðæèìî:

( )
z

a
f x d x

b

+∞

ξ =∫ .

ßêùî, íàïðèêëàä, 0,75
a
b
= , à âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  ìàº ð³-

âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë â ìåæàõ â³ä 1000 äî 2000 îäèíèöü ïðîäóêö³¿,
òîä³ îïòèìàëüíèé çà êðèòåð³ºì ìàêñèì³çàö³¿ î÷³êóâàíîãî ïðèáóòêó

îáñÿã çàêóï³âë³ z çàäîâîëüíÿòèìå ð³âíÿííÿ: 
2000

0,75
2000 1000z

d x
=

−∫ ,

òîáòî ð³âíÿííÿ: 2000 (2000 1000) 0,75z− = − ⋅ , ç ÿêîãî, î÷åâèäíî,

1250z =  (îäèíèöü ïðîäóêö³¿).
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Äàë³ ïðîïîíóºìî ñàìîñò³éíî äîñë³äèòè âèïàäîê, êîëè íàä-
ëèøêîâà ïðîäóêö³ÿ â îáñÿç³ max { ; 0}zν = − ξ  îäèíèöü íå çíè-
ùóâàòèìåòüñÿ, à ïðîäàâàòèìåòüñÿ çà äóæå ìàëîþ ö³íîþ çà îäè-
íèöþ c  ( 0 c a< < ).

7.5.4. Äîâåñòè, ùî êîëè íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ
ìàº íîðìàëüíèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé ç ìàòåìàòè÷íèì
ñïîä³âàííÿì µ  òà ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì σ , òîä³ çàëåæíà â³ä ξ

âèïàäêîâà âåëè÷èíà 
ξ − µ

ζ =
σ

 ìàº ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé çàêîí

ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé.
7.5.5. Äîâåñòè, ùî êîëè íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ  ìàº

ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó ( )F xξ , òîä³ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ( )Fξζ = ξ  ìàº

íà â³äð³çêó [0; 1]  ð³âíîì³ðíèé çàêîí ðîçïîä³ëó ³ìîâ³ðíîñòåé.
7.5.6. Îá´ðóíòóâàòè, ùî ñóìà n íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí,

êîæíà ç ÿêèõ ìàº ðîçïîä³ë Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì iλ , 1,i n=  ³

2λ , ìàº ðîçïîä³ë Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì 
1

n

i
i =

λ = λ∑ .

Âêàç³âêà. Ñêîðèñòàòèñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿.
7.5.7. Êîðèñòóþ÷èñü çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë ×åáèøåâà îòðè-

ìàòè ùå îäèí âàð³àíò äîâåäåííÿ òåîðåìè Áåðíóëë³ ïðî òå, ùî

ïðè äóæå âåëèê³é ê³ëüêîñò³ âèïðîáóâàíü n  ÷àñòîòà 
m
n

 âèíèê-

íåííÿ ïîä³¿ A  ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 1 çá³ãàòèìåòüñÿ ç ³ìîâ³ðí³ñòþ Ap :

lim { } 1
n

m
P p

n→∞
= = .

7.5.8. Êîðèñòóþ÷èñü öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ îá´ðóí-
òóâàòè, ùî ïîñë³äîâí³ñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2,…,
ξn, ÿê³ ìàþòü îäíàêîâèé íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðàìè µ

òà 2σ , ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàíí³ n  çàäîâîëüíÿòèìóòü óìîâó:

2
1 1

exp
22

n

bi
i

n
a

n
x

P a b d x
n

=

→∞

 ξ − µ    < < → −   
σ π   

  

∑
∫ ,
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òîáòî ùî çàêîí ðîçïîä³ëó ¿õ íîðìîâàíî¿ ñóìè íàáëèæàºòüñÿ äî
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîä³ëó.

Ç ö³º¿ âëàñòèâîñò³ âèâåñòè ³íòåãðàëüíó òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà,
çà ÿêîþ éìîâ³ðí³ñòü P  ïîÿâè â n  íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ
ïîä³¿ A , ÿêà ìàº â êîæíîìó ç âèïðîáóâàíü ³ìîâ³ðí³ñòü p

( 0 1p< < ), íå ìåíøå 1k  ðàç³â ³ íå á³ëüøå 2k  ðàç³â ( 1 2k k< ), ïðè
äóæå âåëèêèõ çíà÷åííÿõ n  íàáëèæåíî âèçíà÷àºòüñÿ çàëåæí³ñòþ:

2

1

(1 ) 2

(1 )

1
exp

22

k n p

n p p

k n p

n p p

x
P d x

−
−

−
−

 
≈ − 

π  
∫ .

7.5.9. Îá´ðóíòóâàòè, ùî êîëè âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè ξ0, ξ1,…, ξn

íåçàëåæí³ òà ìàþòü îäíàêîâèé íîðìàëüíèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåò-

ðàìè µ  òà 2σ , òîä³ âèïàäêîâà âåëè÷èíà 0

2

1

1
( )

n

i
in =

ξ − µ
ζ =

ξ − µ∑
 ìàº

íåçàëåæíèé â³ä ïàðàìåòð³â µ  òà 2σ  ðîçïîä³ë Ñòüþäåíòà ç n ñòó-
ïåíÿìè â³ëüíîñò³.

7.5.10. Îá´ðóíòóâàòè, ùî êîëè âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè 1 2, , ..., mξ ξ ξ
³ 1 2, , ..., nζ ζ ζ  íåçàëåæí³ òà ìàþòü îäíàêîâèé íîðìàëüíèé ðîç-

ïîä³ë ç ïàðàìåòðàìè µ  òà 2σ , òîä³ âèïàäêîâà âåëè÷èíà

2

1

2

1

1
( )

1
( )

m

i
i

n

j
j

m

n

=

=

ξ − µ
η =

ζ − µ

∑

∑
 ìàº íåçàëåæíèé â³ä ïàðàìåòð³â µ  òà 2σ  ðîç-

ïîä³ë Ô³øåðà-Ñíåäåêîðà ç m  òà n  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³.
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8.1. Випадкова функція, її перерізи

Íåõàé t  – ÷èñëîâèé ïàðàìåòð, îáëàñòþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü
ÿêîãî º ìíîæèíà T , ÿêà àáî çá³ãàºòüñÿ ç ìíîæèíîþ óñ³õ ä³éñíèõ
÷èñåë ( , )R = −∞ + ∞ , àáî º äåÿêîþ ¿¿ ï³äìíîæèíîþ, òîáòî T R⊂ .

Ôóíêö³ÿ ( )tξ , t T∈ , íàçèâàºòüñÿ âèïàäêîâîþ, ÿêùî ïðè äîâ³ëü-

íîìó çíà÷åíí³ ïàðàìåòðà 0t T∈  ¿¿ ðåçóëüòàòîì º âèïàäêîâà âå-

ëè÷èíà 0( )tξ . Öÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà 0( )tξ  íàçèâàºòüñÿ ïåðå-

ð³çîì âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ  ïðè 0t t= . Òîáòî âñÿ âèïàäêîâà

ôóíêö³ÿ ( )tξ , t T∈  – öå ñóêóïí³ñòü óñ³õ ñâî¿õ ïåðåð³ç³â.

ßêùî, íàïðèêëàä, íà â³äð³çêó [3; 5]T =  ìàºìî âèïàäêîâó
ôóíêö³þ

1, ÿêùî ,
( )

1, ÿêùî ,

t
t

t

+ ≥ η
ξ = − < η

äå η  – íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà

íà â³äð³çêó [0; 10] , òîä³ ïðè 0 4t =  ïåðåð³çîì 0( )tξ  ö³º¿ ôóíêö³¿

áóäå äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà (4 )ξ , ÿêà ìîæå íàáèðàòè

äâà çíà÷åííÿ 1 1x = +  òà 2 1x = −  ç éìîâ³ðíîñòÿìè:

1

4 0
{ (4 ) 1} {4 } 0,4

10 0
p P P

−
= ξ = + = ≥ η = =

−
,

2

10 4
{ (4 ) 1} {4 } 0,6

10 0
p P P

−
= ξ = − = < η = =

−
.
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Îòæå, ïåðåð³ç ( 4 )ξ  ìàº íàñòóïíèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ð-
íîñòåé:

Íîìåð çíà÷åííÿ k 1 2

Çíà÷åííÿ kx +1 -1(4 )ξ :

²ìîâ³ðí³ñòü kp 0,4 0,6

²íøèé ïåðåð³ç íàøî¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿, íàïðèêëàä (5)ξ ,
îïèñóºòüñÿ ³íøèì ðîçïîä³ëîì ³ìîâ³ðíîñòåé, à ñàìå, ÿê ëåãêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ:

Íîìåð çíà÷åííÿ k 1 2

Çíà÷åííÿ kx +1 -1(5)ξ :

²ìîâ³ðí³ñòü kp 0,5 0,5

8.2. Основні характеристики випадкової функції

ßêùî îñíîâíèìè ÷èñëîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âèïàäêîâî¿
âåëè÷èíè áóëè ÷èñëà, òî ó âèïàäêó âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ¿¿ îñíîâíè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè âèñòóïàþòü âæå íå ÷èñëà, à ÷èñëîâ³ ôóíêö³¿.

Ìàòåìàòè÷íèì ñïîä³âàííÿì âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , t T∈ , íà-

çèâàºòüñÿ òàêà íåâèïàäêîâà ÷èñëîâà ôóíêö³ÿ ( )M tξ , ÿêà ïðè

äîâ³ëüíîìó çíà÷åíí³ 0t T∈  ïàðàìåòðà t T∈  äîð³âíþº ìàòåìàòè÷-

íîìó ñïîä³âàííþ â³äïîâ³äíîãî ïåðåð³çó 0( )tξ : 0 0( ) [ ( )]M t M tξ = ξ .

Îòæå, ôóíêö³þ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ìîæíà âèçíà÷èòè òàê:
( ) [ ( )]M t M tξ = ξ , t T∈ .

Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , t T∈ , ìàº
òàê³ âëàñòèâîñò³:

1) Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ íåâèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )c t , t T∈ ,
çá³ãàºòüñÿ ç ö³ºþ ôóíêö³ºþ:

[ ( )] ( ) ( )cM c t M t c t≡ = , t T∈ ;

2) Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ñóìè âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ ,

t T∈ , òà íåâèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )c t , t T∈ , äîð³âíþº ñóì³ íå-
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âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ òà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿
ôóíêö³¿:

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )cM t c t M t M t c tξ+ ξξ + ≡ = + , t T∈ ;

3) Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ äîáóòêó âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ ,

t T∈ , òà íåâèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )c t , t T∈ , äîð³âíþº äîáóòêó
íåâèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ òà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿
ôóíêö³¿:

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )cM t c t M t M t c tξ⋅ ξξ ⋅ ≡ = ⋅ , t T∈ ;

4) Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ñóìè äâîõ âèïàäêîâèõ ôóíêö³¿
( )tξ , t T∈ , ³ ( )tζ , t T∈ , äîð³âíþº ñóì³ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³âàíü

öèõ ôóíêö³é:

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )M t t M t M t M tξ+ζ ξ ζξ + ζ ≡ = + , t T∈ .

Ö³ âëàñòèâîñò³ îäðàçó æ âèïëèâàþòü ç àíàëîã³÷íèõ âëàñòèâî-
ñòåé ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ çâè÷àéíî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè.

Äèñïåðñ³ºþ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , t T∈ , íàçèâàºòüñÿ òàêà

íåâèïàäêîâà ÷èñëîâà ôóíêö³ÿ ( )D tξ , ÿêà ïðè äîâ³ëüíîìó çíà÷åíí³

0t T∈  ïàðàìåòðà t T∈  äîð³âíþº äèñïåðñ³¿ â³äïîâ³äíîãî ïåðåð³çó

0( )tξ : 0 0( ) [ ( )]D t D tξ = ξ . Îòæå,

( ) [ ( )]D t D tξ = ξ , t T∈ .

Ç âëàñòèâîñòåé äèñïåðñ³¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè òà âëàñòèâîñ-
òåé ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ âèïëèâàþòü
íàñòóïí³ âëàñòèâîñò³ äèñïåðñ³¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿:

1) Äèñïåðñ³ÿ íåâèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )c t , t T∈ , äîð³âíþº
íóëþ:

[ ( )] ( ) 0cD c t D t≡ = , t T∈ ;

2) Äèñïåðñ³ÿ ñóìè âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , t T∈ , òà íåâè-

ïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )c t , t T∈ , äîð³âíþº äèñïåðñ³¿ âèïàäêîâî¿
ôóíêö³¿:

[ ( ) ( )] ( ) ( )cD t c t D t D tξ+ ξξ + ≡ = , t T∈ ;
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3) Íåâèïàäêîâó ôóíêö³þ – ìíîæíèê ó äîáóòêó ö³º¿ ôóíêö³¿
( )c t , t T∈ , òà âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , t T∈ , – ìîæíà âèíî-

ñèòè çà çíàê äèñïåðñ³¿, çâîäÿ÷è òàêèé ìíîæíèê äî êâàäðàòó:
2[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )cD c t t D t c t M t⋅ξ ξ⋅ ξ ≡ = ⋅ , t T∈ .

Äèñïåðñ³ÿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ íàáèðàº ëèøå íåâ³ä’ºìí³ çíà÷åí-
íÿ. Àðèôìåòè÷íèé êâàäðàòíèé êîð³íü â³ä ö³º¿ äèñïåðñ³¿ íàçèâàºòüñÿ
ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ òà ïîçíà÷àºòüñÿ ÷å-
ðåç ( )tξσ . Òàêèì ÷èíîì:

( ) [ ( )]t D tξσ = ξ , t T∈ .

Âðàõîâóþ÷è öå âèçíà÷åííÿ, äèñïåðñ³ÿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ìîæå
ïîçíà÷àòèñÿ òàêîæ ³ ÷åðåç 2( )tξσ , îñê³ëüêè âîíà º êâàäðàòîì

ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ.
Ïðèêëàä. Çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³þ òà ñòàí-

äàðòíå â³äõèëåííÿ âèùåíàâåäåíî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , [3; 5]t T∈ = , äå

1, ÿêùî ,
( )

1, ÿêùî ,

t
t

t

+ ≥ η
ξ = − < η

à η  – ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà íà â³äð³çêó [0; 10]  íåïåðåðâíà âè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó ñóêóïí³ñòü óñ³õ ïåðåð³ç³â
( )tξ , [3; 5]t ∈ , íàøî¿ ôóíêö³é:

Íîìåð çíà÷åííÿ k 1 2

Çíà÷åííÿ kx +1 -1( )tξ :

²ìîâ³ðí³ñòü kp 0,1t 1 0,1t−

(ðàí³øå ìè ðîçãëÿäàëè ëèøå äâà ïåðåð³çè ö³º¿ ôóíêö³¿ – (4 )ξ
³ (5)ξ ).

Äàë³ ïîñë³äîâíî çíàõîäèìî îñíîâí³ õàðàêòåðèñòèêè íàøî¿
âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( [3; 5]t ∈ ):

• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ:

( ) ( 1) 0,1 ( 1) (1 0,1 ) 0,2 1M t t t tξ = + ⋅ + − ⋅ − = − ;
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• äèñïåðñ³þ:
2 2( ) ( 1 (0,2 1) ) 0,1 ( 1 (0,2 1)) (1 0,1 )D t t t t tξ = + − − ⋅ + − − − ⋅ − =

0,4 (1 0,1 )t t= ⋅ − ⋅ ;

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ:

( ) 0,4 (1 0,1 )t t tξσ = ⋅ − ⋅ .

Ùîá îòðèìàòè ïåâíå óÿâëåííÿ ïðî íàøó âèïàäêîâó ôóíêö³þ,
âáà÷àºòüñÿ çà êîðèñíå ïîáóäóâàòè íà â³äð³çêó [3; 5]T =  ãðàô³êè

ôóíêö³é ( )M tξ , ( ) ( )M t tξ ξ+ σ  òà ( ) ( )M t tξ ξ− σ  (ðèñ. 8.1), îñê³ëü-

êè áóäü-ÿêà ðåàë³çàö³ÿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ áóäå êîíöåíòðóâàòèñÿ
âçäîâæ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ( )M tξ  òà ç âèñîêîþ éìîâ³ðí³ñ-

òþ çíàõîäèòèìåòüñÿ â ìåæàõ â³ä ( ) ( )M t tξ ξ− σ  äî ( ) ( )M t tξ ξ+ σ .

Ðèñ. 8.1. Áóäü-ÿêà ðåàë³çàö³ÿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ êîíöåíòðóºòüñÿ âçäîâæ
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ òà ç âèñîêîþ éìîâ³ðí³ñòþ çíàõîäèòèìåòüñÿ â
ìåæàõ, âèçíà÷åíèõ ìàòåìàòè÷íèì ñïîä³âàííÿì òà ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì

Ïðèêëàä çàê³í÷åíî.
Âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ ( )tξ , t T∈ , íàçèâàºòüñÿ öåíòðîâàíîþ,

ÿêùî ¿¿ ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ óñþäè äîð³âíþº íóëþ: ( ) 0M tξ = ,

t T∈ , òà íîðìîâàíîþ, ÿêùî ¿¿ äèñïåðñ³ÿ óñþäè äîð³âíþº îäèíèö³:
( ) 1D tξ = , t T∈ .

Ùîá â³ä äîâ³ëüíî¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tη  ç íåíóëüîâèì óñþäè

ñòàíäàðòíèì â³äõèëåííÿì ( ( ) 0tησ ≠ , t T∈ ) ïåðåéòè äî öåíòðî-

âàíî¿ òà íîðìîâàíî¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , ìîæíà ñêîðèñòàòè-
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ñÿ ïðîñòèì ë³í³éíèì ïåðåòâîðåííÿì: 
( ) ( )

( )
( )

t M t
t

t
η

η

η −
ξ =

σ
, t T∈ .

8.3. Коваріаційна та кореляційна функції
випадкової функції

Ìè âæå çàçíà÷àëè, ùî âèïàäêîâó ôóíêö³þ ( )tξ , t T∈ , ìî-
æíà òëóìà÷èòè ÿê ñóêóïí³ñòü óñ³õ ¿¿ ïåðåð³ç³â. Âîäíî÷àñ îñíîâ-
íèõ õàðàêòåðèñòèê âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ – ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³-
âàííÿ òà äèñïåðñ³¿ àáî ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ, ÿê³ õàðàêòåðè-
çóþòü òàêîæ îêðåìî êîæíèé ç ïåðåð³ç³â, ùå çàìàëî, ùîá ïîâí³ñ-
òþ îïèñàòè âèïàäêîâó ôóíêö³þ. Äîäàòêîâèìè âàæëèâèìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ âèñòóïàþòü ïîêàçíèêè ñòîõàñ-
òè÷íîãî çâ’ÿçêó ì³æ ¿¿ ð³çíèìè ïåðåð³çàìè. Éäåòüñÿ ïðî êîâàð³à-
ö³éíó òà êîðåëÿö³éíó ôóíêö³¿.

Êîâàð³àö³éíîþ ôóíêö³ºþ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , t T∈ , íà-

çèâàòèìåìî òàêó íåâèïàäêîâó ÷èñëîâó ôóíêö³ÿ 1 2( , )K t tξ , çàëåæíó

â³ä äâîõ çì³ííèõ 1 2,t t T∈ , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ êîâàð³àö³þ ì³æ ïå-

ðåð³çàìè 1( )tξ  ³ 2( )tξ :

1 2 1 2( , ) cov ( ( ), ( ))K t t t tξ = ξ ξ , 1 2,t t T∈ .

Ç âëàñòèâîñòåé êîâàð³àö³¿ äëÿ çâè÷àéíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
âèïëèâàþòü, çîêðåìà, íàñòóïí³ âëàñòèâîñò³ êîâàð³àö³éíî¿ ôóíêö³¿
( 1 2,t t T∈ ):

à) ñèìåòðè÷í³ñòü: 1 2 2 1( , ) ( , )K t t K t tξ ξ= ;

á) ( , ) ( )K t t D tξ ξ= ;

â) 1 2 1 1| ( , ) | ( ) ( )K t t t tξ ξ ξ≤ σ ⋅ σ .

Ó ñâîþ ÷åðãó, êîðåëÿö³éíà ôóíêö³ÿ 1 2( , )t tξρ  âèïàäêîâî¿ ôóí-

êö³¿ ( )tξ , t T∈ , âèçíà÷àºòüñÿ çà ïðàâèëîì:

1 2
1 2

1 2

( , )
( , )

( ) ( )

K t t
t t

t t
ξ

ξ
ξ ξ

ρ =
σ ⋅ σ

, 1 2,t t T∈ ,

òîáòî âîíà òåæ ñèìåòðè÷íà, à âñ³ ¿¿ çíà÷åííÿ çàâæäè çíàõîäÿòüñÿ
â ìåæàõ â³ä 1−  äî 1+ .
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Ïðèêëàä. Çíàéäåìî êîâàð³àö³éíó òà êîðåëÿö³éíó ôóíêö³¿ âæå
çíàéîìî¿ íàì âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , [3; 5]t T∈ = , äå

1, ÿêùî ,
( )

1, ÿêùî ,

t
t

t

+ ≥ η
ξ = − < η

à η  – íåïåðåðâíà òà ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà íà â³äð³çêó [0; 10]
âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ìè âæå ïåðåêîíàëèñÿ, ùî êîæíèé ç ïåðåð³ç³â
( )tξ  ìàº:

• â³äïîâ³äíèé äèñêðåòíèé ðîçïîä³ë ³ìîâ³ðíîñòåé ( [3; 5]t ∈ ):

Çíà÷åííÿ kx +1 -1
( )tξ :

²ìîâ³ðí³ñòü kp 0,1t 1 0,1t−

• ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ( [3; 5]t ∈ ): ( ) 0,2 1M t tξ = − ;

• äèñïåðñ³þ ( [3; 5]t ∈ ): ( ) 0,4 (1 0,1 )D t t tξ = ⋅ − ⋅ ;

• ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ ( [3; 5]t ∈ ):

( ) 0,4 (1 0,1 )t t tξσ = ⋅ − ⋅ .

Òîìó äàë³, íàñàìïåðåä, ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè òàáëèöþ ðîçïîä³ëó
éìîâ³ðíîñòåé äëÿ ñèñòåìè âåëè÷èí 1 2{ ( ); ( )}t tξ ξ , çíàéøîâøè ìàò-

ðèöþ éìîâ³ðíîñòåé (2 2)|| ||i jp × :

2( )tξ
1( )tξ

1 -1
Ñóìà

1 11p 12p 10,1t

-1 21p 22p 11 0,1t−

Ñóìà
20,1t 21 0,1t− 1,0

Âðàõîâóþ÷è, ùî â îïèñ³ ïåðåð³ç³â 1
1

1

1, ÿêùî ,
( )

1, ÿêùî

t
t

t

+ ≥ η
ξ = − < η

³
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2
2

2

1, ÿêùî ,
( )

1, ÿêùî

t
t

t

+ ≥ η
ξ = − < η

 çàä³ÿíà îäíà é òà ñàìà âèïàäêîâà âåëè÷è-

íà η , ÿêà ìàº íåïåðåðâíèé ðîçïîä³ë íà â³äð³çêó [0; 10] , îá÷èñëèìî

ñïî÷àòêó, íàïðèêëàä, ³ìîâ³ðí³ñòü 11 1 2{ { ( } 1} { ( } 1} }p P t t= ξ = ∩ ξ = :

1 2
11 1 2 1 2

min { , }
{ { } { } } { { min { , } }

10
t t

p P t t P t t= η ≤ ∩ η ≤ = η ≤ = .

Äàë³ ìîæíà àáî ä³ÿòè àíàëîã³÷íèì ÷èíîì, àáî ñêîðèñòàòèñÿ âëà-
ñòèâîñòÿìè, ùî ñòîñóþòüñÿ â³äïîâ³äíèõ ñóì åëåìåíò³â ìàòðèö³ éìî-
â³ðíîñòåé. Ç âèêîðèñòàííÿì çàçíà÷åíèõ âëàñòèâîñòåé çíàéäåìî:

1 2
12 1 2 1

min { , }
{ { ( } 1} { ( } 1} } 0,1

10
t t

p P t t t= ξ = ∩ ξ = − = − ,

1 2
21 1 2 2

min { , }
{ { ( } 1} { ( } 1} } 0,1

10
t t

p P t t t= ξ = − ∩ ξ = = − ,

1 2
22 1 2 1 2

min{ , }
{ { ( } 1} { ( } 1} } 1 0,1 0,1

10
t t

p P t t t t = ξ = − ∩ ξ = − = − − − 
 

.

Ïîì³÷àºìî, ùî:

1 1 2 1 2min { , } max {0; }t t t t t− = − ,

2 1 2 2 1min { , } max {0; }t t t t t− = − ,

1 2 1 2 1 2min { , } max { ; }t t t t t t+ − = .

Òîìó â ðåçóëüòàò³ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ïðèõîäèìî äî
òàêî¿ ìàòðèö³ éìîâ³ðíîñòåé:

2( )tξ
1( )tξ

1 -1
Ñóìà

1 1 2
11

min { , }
10
t t

p = 1 2
12

max {0; }
10

t t
p

−
= 1

10
t

-1 2 1
12

max {0; }
10

t t
p

−
= 1 2

22

max { ; }
1

10
t t

p = − 11
10
t

−

Ñóìà 2

10
t 21

10
t

− 1

Ïåðåõîäèìî äî âèçíà÷åííÿ êîâàð³àö³éíî¿ ôóíêö³¿ 1 2( , )K t tξ .

Ïðè 1 2t t t= =  ¿¿ çíà÷åííÿ íàì âæå â³äîìå – öå äèñïåðñ³ÿ ïåðå-
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ð³çó ( )tξ :

( , ) ( ) 0,4 (1 0,1 )K t t D t t tξ ξ= = ⋅ − ⋅ .

Ïðè 1 2t t≠  ñêîðèñòàºìîñÿ âëàñòèâ³ñòþ ñèìåòðè÷íîñò³ êîâàð³-
àö³éíî¿ ôóíêö³¿, ùî äîçâîëÿº ´ðóíòîâíî îïðàöþâàòè ëèøå îäèí
ç äâîõ ìîæëèâèõ âèïàäê³â – íàïðèêëàä, êîëè 1 2t t> .

Ïðè 1 2t t>  ìàòðèöÿ éìîâ³ðíîñòåé º òàêîþ:

2( )tξ
1( )tξ

1 -1
Ñóìà

1 11 20,1p t= 12 1 20,1 ( )p t t= − 10,1 t

-1 12 0p = 22 11 0,1p t= − 11 0,1 t−

Ñóìà 20,1 t 21 0,1 t− 1

Òîìó ïðè 1 2t t>  êîâàð³àö³éíà ôóíêö³ÿ íàáåðå âèãëÿäó:

1 2 1 2( , ) cov ( ( ), ( ))K t t t tξ = ξ ξ =

1 1[2 (1 0,1 ); 0,2 ]t t= ⋅ − − 2 1 2

1

0,1 0,1 ( )

0 1 0,1

t t t

t

⋅ − 
⋅  − 

2

2

2 (1 0,1 )

0,2

t

t

⋅ − 
⋅ = − 

10,2 (1 0,1 )t= ⋅ − ⋅ 2 2[ ; ]t t− ⋅ 2

2

1 0,1
2

0,1

t

t

− 
⋅  − 

1 20,4 (1 0,1 )t t= ⋅ − ⋅ .

Íàðåøò³, ùîäî êîðåëÿö³éíî¿ ôóíêö³¿, ÿêà òåæ º ñèìåòðè÷-
íîþ, ïðè 1 2t t>  îäåðæèìî:

1 2 1 2
1 2

1 2 1 1 2 2

( , ) 0,4 (1 0,1 )
( , )

( ) ( ) 0,4 (1 0,1 ) 0,4 (1 0,1 )

K t t t t
t t

t t t t t t
ξ

ξ
ξ ξ

⋅ − ⋅
ρ = =

σ ⋅ σ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
,

àáî, ï³ñëÿ ñêîðî÷åííÿ îäíàêîâèõ ó ÷èñåëüíèêó òà çíàìåííèêó
ìíîæíèê³â:
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1 2
1 2

2 1

(1 0,1 )
( , )

(1 0,1 )
t t

t t
t tξ

− ⋅
ρ =

− ⋅
 (ïðè 1 2t t> ).

Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè 1 2, [3; 5]t t ∈  îòðèìàíà êî-
ðåëÿö³éíà ôóíêö³ÿ çàâæäè äîäàòíà, ùî ñâ³ä÷èòü ïðî ïîçèòèâíèé
ñòîõàñòè÷íèé çâ’ÿçîê ì³æ äîâ³ëüíèìè äâîìà ïåðåð³çàìè âèïàä-
êîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , [3; 5]t ∈ . Ñâîãî íàéá³ëüøîãî çíà÷åííÿ +1

êîðåëÿö³éíà ôóíêö³ÿ íàáèðàº ëèøå ïðè 1 2t t= . ²ç çá³ëüøåííÿì

â³äõèëåííÿ 1t  â³ä 2t  ñòîõàñòè÷íèé çâ’ÿçîê ì³æ ïåðåð³çàìè 1( )tξ  ³

2( )tξ  ïîñëàáëþºòüñÿ. Ì³í³ìàëüíèé ïîçèòèâíèé ñòîõàñòè÷íèé çâ’ÿ-
çîê ñïîñòåð³ãàòèìåòüñÿ ì³æ íàéâ³ääàëåí³øèìè ì³æ ñîáîþ ïåðå-
ð³çàìè – êîëè 1 3t =  ³ 2 5t =  àáî íàâïàêè, ïðè÷îìó ³ ì³æ òàêèìè
ïåðåð³çàìè ïîçèòèâíèé ñòîõàñòè÷íèé çâ’ÿçîê º äîñèòü â³ä÷óòíèì:

(1 0,1 5) 3 1,5
(3, 5) (5, 3) 0,655

(1 0,1 3) 5 3,5ξ ξ
− ⋅ ⋅

ρ = ρ = = ≈
− ⋅ ⋅

.

Ïðèêëàä çàê³í÷åíî.
Ïðèì³òêà. Â ë³òåðàòóð³ âèêîðèñòîâóâàíå íàìè ïîíÿòòÿ "êî-

âàð³àö³éíà ôóíêö³ÿ" ìîæå çóñòð³÷àòèñÿ òàêîæ ï³ä íàçâîþ "êîðåëÿ-
ö³éíà ôóíêö³ÿ"; íàòîì³ñòü çàì³ñòü íàøîãî ïîíÿòòÿ "êîðåëÿö³éíà
ôóíêö³ÿ" ó òàêèõ äæåðåëàõ áóäå âèêîðèñòàíî íàçâó "íîðìîâàíà
êîðåëÿö³éíà ôóíêö³ÿ".

8.4. Випадкові процеси та випадкові послідовності

ßêùî ïàðàìåòð t  âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ , t T∈ , ³íòåðïðå-
òóþòü ÿê ÷àñ, òàêà âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ íàçèâàºòüñÿ âèïàäêîâèì
ïðîöåñîì. Ñåðåä âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â ðîçð³çíÿþòü ïðîöåñè ç íå-
ïåðåðâíèì ÷àñîì – êîëè ìíîæèíà T  ÿâëÿº ñîáîþ àáî âñþ ìíî-
æèíó ä³éñíèõ ÷èñåë R , àáî ïðîì³æîê ÷è ïðîì³íü ç ö³º¿ ìíîæè-
íè, òà ïðîöåñè ç äèñêðåòíèì ÷àñîì – êîëè ìíîæèíà T  º çë³÷åí-
íîþ ìíîæèíîþ îêðåìèõ ìîìåíò³â ÷àñó: 1 2{ , , , , }nT t t t= … … .

Êîëè ìíîæèíà T  – îáëàñòü âèçíà÷åííÿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿
( )tξ , t T∈ , – º ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N , âèïàäêîâà

ôóíêö³ÿ íàçèâàºòüñÿ âèïàäêîâîþ ïîñë³äîâí³ñòþ ³ çàçâè÷àé ïîçíà-
÷àºòüñÿ òàêîæ ÷åðåç { } 1t t

∞

=
ξ .
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Î÷åâèäíî, ùî ïîíÿòòÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ç äèñêðåòíèì
÷àñîì ³ ïîíÿòòÿ âèïàäêîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³ º òîòîæíèìè – ð³ç-
íèöÿ ïîëÿãàº ëèøå â ³íòåðïðåòàö³¿ ïàðàìåòðà t .

Îñê³ëüêè îïèñ ðåàëüíîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó º íàäçâè÷àéíî
ñêëàäíèì ³ ãðîì³çäêèì, àáî íàâ³òü ³ íåìîæëèâèì, ïðè âèâ÷åíí³
òàêîãî ïðîöåñó ÷àñòî îáìåæóþòüñÿ äîñë³äæåííÿì ëèøå íàéâàæ-
ëèâ³øèõ õàðàêòåðèñòèê öüîãî ïðîöåñó, à ñàìå: ôóíêö³ÿìè ìàòå-
ìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³¿, ñòàíäàðòíîãî â³äõèëåííÿ òà
êîâàð³àö³éíîþ àáî êîðåëÿö³éíîþ. Ïðè÷îìó âàæëèâ³ñòü îñòàíí³õ
îáóìîâëåíà ñàìå òèì, ùî ðåàëüí³ ñîö³àëüí³, åêîíîì³÷í³ (³ íå ò³ëüêè
ö³!) ïðîöåñè õàðàêòåðèçóþòüñÿ âèñîêèì çâ’ÿçêîì ì³æ çíà÷åííÿ-
ìè ïîêàçíèê³â, ÿê³ ðîçòàøîâàí³ áëèçüêî îäèí â³ä îäíîãî íà îñ³
÷àñó, àëå ³ç çá³ëüøåííÿì ÷àñîâî¿ â³äñòàí³ ö³ çâ’ÿçêè ñëàá³øàþòü.

8.5. Стаціонарний випадковий процес

Ñåðåä âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â ðîçð³çíÿþòü, íàñàìïåðåä, ñòàö³î-
íàðí³ òà íåñòàö³îíàðí³. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ íàçèâàºòüñÿ ñòàö³î-
íàðíèì, ÿêùî àáñîëþòíî âñ³ éîãî ³ìîâ³ðí³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè íå
çàëåæàòü â³ä êîíêðåòíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ÷àñó t . Öå îçíà-
÷àº, çîêðåìà, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ öüîãî ïðîöåñó º ñòà-
ëîþ ôóíêö³ºþ ÷àñó. Äèñïåðñ³ÿ òà ñòàíäàðòíå â³äõèëåííÿ òåæ º
ñòàëèìè ôóíêö³ÿìè. Íàòîì³ñòü êîâàð³àö³éíà ³, â³äïîâ³äíî, êîðå-
ëÿö³éíà ôóíêö³¿ ³ç ïëèíîì ÷àñó çì³íþþòüñÿ. Ùîá ïîáà÷èòè õà-
ðàêòåð òàêèõ çì³í, â³çüìåìî, íàïðèêëàä, êîðåëÿö³éíó ôóíêö³þ
òà âðàõóºìî, ùî ¿¿ çíà÷åííÿ íå ïîì³íÿºòüñÿ, ÿêùî çì³ñòèòüñÿ ïî
îñ³ ÷àñó íà âåëè÷èíó, ñêàæ³ìî, 1t t∆ = − :

1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( 0, )t t t t t t t tξ ξ ξρ = ρ − ∆ − ∆ = ρ − .

Áà÷èìî, ùî êîðåëÿö³éíà ôóíêö³ÿ ñòàö³îíàðíîãî âèïàäêîâîãî
ïðîöåñó çàëåæèòü, ôàêòè÷íî, íå â³ä äâîõ ïàðàìåòð³â 1t  ³ 2t , à

ëèøå â³ä îäíîãî ïàðàìåòðà – ð³çíèö³ 2 1h t t= − . Çàëåæí³ñòü â³ä h  º

ïàðíîþ, îñê³ëüêè ( 0, ) ( 0, )h hξ ξρ = ρ −  - öå º íàñë³äêîì ñèìåò-

ðè÷íîñò³ êîðåëÿö³éíî¿ ôóíêö³¿, òîìó òàêó çàëåæí³ñòü âèâ÷àþòü
ëèøå ïðè 0h ≥ . Ïðè 0h =  ìàòèìåìî íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ êîðå-
ëÿö³éíî¿ ôóíêö³¿, ùî äîð³âíþº +1, à ³ç çá³ëüøåííÿì h  çíà÷åííÿ
ö³º¿ ôóíêö³¿ çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ, ÿê ïðàâèëî, çìåíøó-
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þòüñÿ òà âñå áëèæ÷å íàáëèæàþòüñÿ äî íóëÿ, ïðè÷îìó çíàê çíà-
÷åíü ìîæå àáî çàëèøàòèñÿ äîäàòíèì, àáî æ ïîñòóïîâî íåîäíî-
ðàçîâî çì³íþâàòèñÿ (ðèñ. 8.2).

Ðèñ. 8.2. Äî âëàñòèâîñò³ êîðåëÿö³éíî¿ ôóíêö³¿ ñòàö³îíàðíîãî âèïàäêîâîãî
ïðîöåñó

Çðîçóì³ëî, ùî íå ìîæíà ââàæàòè áóäü-ÿêèé ç åêîíîì³÷íèõ
àáî ñîö³àëüíèõ ïðîöåñ³â ñòàö³îíàðíèì. Ïðîòå ÷àñòî çóñòð³÷àþòü-
ñÿ âèïàäêè, êîëè íåñòàö³îíàðíèé íà äîâãîòðèâàëîìó ïðîì³æêó
÷àñó ïðîöåñ íà êîðîòêîìó ïðîì³æêó ÷àñó, ÿêùî âèâ÷àºòüñÿ ñàìå
êîðîòêèé ïåð³îä, º ñòàö³îíàðíèì àáî ìàéæå ñòàö³îíàðíèì.

8.6. Приклади поширених нестаціонарних процесів

Ñåðåä íåñòàö³îíàðíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â, ÿê³ ÷àñòî âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ â åêîíîì³÷íèõ äîñë³äæåííÿõ, çàçíà÷èìî íàñàìïåðåä,
ïðîöåñè ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè (íåîäíîð³äí³ òà îäíîð³äí³),
ïóàññîí³âñüê³, â³íåð³âñüê³ òà ìàðê³âñüê³. Äàìî äåùî ñïðîùåíèé
îïèñ òàêèõ ïðîöåñ³â.

Âèïàäêîâèé ïðîöåñ ( )tξ , t T∈ , º ïðîöåñîì ç íåçàëåæíèìè ïðè-

ðîñòàìè, ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíèõ äâîõ ð³çíèõ çíà÷åíü ,t t t T+ ∆ ∈  ïå-

ðåð³çè ( )tξ  ³ [ ( ) ( )]t t tξ + ∆ − ξ  º íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âå-
ëè÷èíàìè.

Ïðîöåñ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè ( )tξ , t T∈ , íàçèâàºòüñÿ
îäíîð³äíèì ïðîöåñîì ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè, ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíèõ
äâîõ ð³çíèõ çíà÷åíü t  ³ t t+ ∆  ÷àñîâîãî ïàðàìåòðà ( ,t t t T+ ∆ ∈ )

çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè [ ( )t tξ + ∆ −
( )]t−ξ  íå çàëåæèòü â³ä êîíêðåòíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ÷àñó t ,
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à çàëåæèòü ëèøå â³ä äîâæèíè ÷àñîâîãî ïðèðîñòó t∆ . Ïóàññîí³âñü-
êèé òà â³íåð³âñüêèé ïðîöåñè º îêðåìèìè âàæëèâèìè âèïàäêàìè
òàêîãî ïðîöåñó.

Ïîøèðåíèìè ó äîñë³äæåííÿõ º òàêîæ ³ ìàðê³âñüê³ ïðîöåñè.
Âèïàäêîâèé ïðîöåñ ( )tξ , t T∈ , íàçèâàºòüñÿ ìàðê³âñüêèì ÿêùî
â³í ïîçáàâëåíèé åôåêòó ï³ñëÿä³¿, òîáòî ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíîãî ìî-
ìåíòó ÷àñó 0t T∈  ïîäàëüøèé (ïðè 0t t> ) ðîçâèòîê (éäåòüñÿ ïðî
âñ³ éìîâ³ðí³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè) öüîãî ïðîöåñó çàëåæèòü ëèøå
â³ä òîãî, ÿ ÿêîìó ñòàí³ â³í ïåðåáóâàòèìå â ìîìåíò 0t  òà àáñîëþòíî
íå çàëåæèòü â³ä éîãî ñòàí³â (³ìîâ³ðí³ñíèõ õàðàêòåðèñòèê) ó ìè-
íóëîìó, òîáòî äî ìîìåíòó 0t . Â³äîìèìè ïðèêëàäàìè ìàðê³âñü-
êîãî ïðîöåñó âèñòóïàþòü ìàðê³âñüê³ ëàíöþãè.

Âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, òîáòî âèïàäêîâà

ïîñë³äîâí³ñòü { } 1t t

∞

=
ξ , íàçèâàºòüñÿ ìàðê³âñüêèì ëàíöþãîì (àáî ìàð-

ê³âñüêîþ ïîñë³äîâí³ñòþ), ÿêùî êîæíèé ïåðåð³ç nξ  º äèñêðåòíîþ
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ³ç îäíàêîâîþ äëÿ âñ³õ ïåðåð³ç³â ñê³í-
÷åííîþ ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü 1 2{ , , , }mx x x… , ïðè÷îìó
âñ³ éìîâ³ðí³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè öüîãî ïðîöåñó âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå
ìàòðèöåþ ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ( )|| ||ik mP p= , êîæíèé åëåìåíò ikp

ÿêî¿ – öå éìîâ³ðí³ñòü ïîä³¿, ùî êîëè ÷åðãîâà âèïàäêîâà âåëè-
÷èíà nξ  ( 1, 2,n = … ) íàáåðå çíà÷åííÿ ix , òîä³ íàñòóïíà çà íåþ

âèïàäêîâà âåëè÷èíà 1n+ξ  íàáåðå çíà÷åííÿ kx  ( , 1, 2, ,i k m= … ).
Çà äîñèòü øèðîêèõ óìîâ ïðè n → ∞  çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ð-

íîñòåé åëåìåíò³â ìàðê³âñüêî¿ ïîñë³äîâíîñò³ øâèäêî íàáëèæàºòü-
ñÿ äî âåêòîðó ð³âíîâàãîâèõ (àáî ñòàö³îíàðíèõ) ³ìîâ³ðíîñòåé

1 2( , , , )mq q q q= … , ùî ïîêàçóþòü ³ìîâ³ðíîñò³, ç ÿêèìè âèïàäêîâà

âåëè÷èíà ó ìàéáóòíüîìó nξ  íàáèðàòèìå â³äïîâ³äíèõ çíà÷åíü ç

ìíîæèíè 1 2{ , , , }mx x x… , ïðè÷îìó ö³ éìîâ³ðíîñò³ íå çàëåæàòü â³ä
òîãî, ÿêèì áóâ ïî÷àòêîâèé ñòàí âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, òîáòî
ÿêîþ áóëà ðåàë³çàö³ÿ íàéïåðøî¿ âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè 1ξ .

Ö³ ð³âíîâàãîâ³ éìîâ³ðíîñò³ âèçíà÷àºòüñÿ âåêòîðíî-ìàòðè÷íèì

ð³âíÿííÿì q P q=  òà óìîâàìè 0q ≥  ³ 
1

1
m

i
i

q
=

=∑ . Ïðî³ëþñòðóºìî
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ñòð³ìêó çá³æí³ñòü éìîâ³ðíîñòåé äëÿ ìàðê³âñüêî¿ ïîñë³äîâíîñò³
ïðîñòèì ïðèêëàäîì.

Ïðèêëàä. ²ëþñòðàö³þ øâèäêî¿ çá³æíîñò³ éìîâ³ðíîñòåé äëÿ
ìàðê³âñüêî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ïîêàæåìî ïðèêëàäîì ó òàêîìó êîíòåêñò³,
ÿêèé ãîâîðèòü ïðî çíà÷íî øèðø³ ñôåðè ïðèêëàäíîãî çàñòîñó-
âàííÿ òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé, àí³æ ëèøå ùîäî ïðîñòî âèïàäêîâèõ
÷èñëîâèõ ïîñë³äîâíîñòåé.

Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêà äèíàì³÷íà ñèñòåìà äîñë³äæóºòüñÿ íà
íåçë³÷åíí³é äèñêðåòí³é ìíîæèí³ ìîìåíò³â ÷àñó. Ó êîæíèé ç ìî-
ìåíò³â ñèñòåìà ìîæå ïåðåáóâàòè ëèøå â îäíîìó ç äâîõ ìîæëè-
âèõ ñòàí³â – àáî ó ñòàí³ a , àáî æ ó ñòàí³ b , à ó íàñòóïíîìó ìî-
ìåíò³ ÷àñó – àáî çàëèøàòèñÿ ó òîìó æ ñòàí³, àáî çì³íèòè öåé
ñòàí. Ìàòðèöÿ ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé (2)|| ||ikP p=  â³äîìà òà

íàâåäåíà ó òàáëèö³:

íàñòóïíèé
Ñòàí ñèñòåìè:

a b

a 0,7 0,3
ïîòî÷íèé

b 0,4 0,6

Îòæå, 
0,7 0,3

0,4 0,6
P

 
=  
 

.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( ) ( ) ( )
1 2( , )n n nq q q=  âåêòîð ³ìîâ³ðíîñòåé âèïàä-

êîâî¿ ïîä³¿, ùî íà n -ìó êðîö³ ñèñòåìà ïåðåáóâàòèìå, â³äïîâ³ä-
íî, àáî â ñòàí³ a , àáî â ñòàí³ b  ( 1, 2,n = … ). Òîìó éìîâ³ðíîñò³

äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó – âåêòîð ( 1) ( 1) ( 1)
1 2( , )n n nq q q+ + +=  – âèçíà÷à-

òèìóòüñÿ çà ôîðìóëîþ ïîâíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ÷åðåç ïåðåõ³äí³ ³ìîâ³-
ðíîñò³ íàñòóïíèì ÷èíîì:

( 1) ( ) ( )
1 1 11 2 21
( 1) ( ) ( )
2 1 12 2 22

n n n

n n n

q q p q p

q q p q p

+

+

 = +


= +

Ó ìàòðè÷íîìó çàïèñ³ ö³ çàëåæíîñò³ âèãëÿäàþòü òàê:
( 1) ( )n nq q P+ = .
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Òàêèì ÷èíîì, âåêòîð ñòàö³îíàðíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé *q  çàäîâîëüíÿº

ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ * *q q P= , òîáòî ð³âíÿííÿ ( ) ( *) 0T TE P q− = , à

òàêîæ íåð³âí³ñòü * 0q ≥  ³ óìîâó * *
1 2 1q q+ = .

Îñê³ëüêè 
1 0,7 0 0,3 0,3 0,4

( )
0 0,4 1 0,6 0,3 0,4

T

TE P
− − −   

− = =   − − −   
, äëÿ

çíàõîäæåííÿ âåêòîðà * *
1 2* ( , )q q q=  ìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü:

* *
1 2
* *
1 2
* *
1 2

0,3 0,4 0

0,3 0,4 0

1

q q

q q

q q

 − =
− + =
 + =

Î÷åâèäíî, ùî *
1

4
0,572

7
q = ≈  ³ *

2

3
0,428

7
q = ≈  – ðîçâ’ÿçîê ö³-

º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, òîáòî öå éìîâ³ðíîñò³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî ñòà-
íó íàøî¿ äîñë³äæóâàíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè.

Òåïåð ïîäèâèìîñü, ÿê áóäóòü çì³íþâàòèñÿ íà êîæíîìó êðîö³
éìîâ³ðíîñò³ ìîæëèâèõ ñòàí³â ñèñòåìè äëÿ âèïàäê³â, êîëè òðàºêòîð³ÿ
¿¿ ðîçâèòêó ïî÷íåòüñÿ àáî ç³ ñòàíó a, àáî ç ïðîòèëåæíîãî – ç³ ñòàíó
b. Íàïåðåä ñêàæåìî, ùî çá³æí³ñòü âåêòîðó éìîâ³ðíîñòåé º íàñò³ëüêè
ñòð³ìêîþ, ùî ìè îáìåæèëèñÿ ðîçðàõóíêàìè ëèøå äëÿ ïåðøèõ øåñ-
òè êðîê³â.

Ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè:

Ñòàí a Ñòàí b

n *
1q

*
2q n *

1q
*
2q

1 1 0 1 0 1
2 0,7 0,3 2 0,4 0,6
3 0,61 0,39 3 0,52 0,48
4 0,583 0,417 4 0,556 0,444

5 0,5749 0,4251 5 035668 0,4332
6 0,57247 0,42573 6 0,57004 0,429226

*
1

4
0,572

7
q = ≈ *

2

3
0,428

7
q = ≈

Ïðèêëàä çàê³í÷åíî.
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Ïèòàííÿ ïðî âèïàäêîâ³ ôóíêö³¿, âèïàäêîâ³ ïðîöåñè òà âèïàä-
êîâ³ ïîñë³äîâíîñò³ ´ðóíòîâíî îïðàöüîâóþòüñÿ ó ñïåö³àëüíèõ ðîç-
ä³ëàõ òåîð³¿ éìîâ³ðíîñòåé òà â³äïîâ³äíî¿ ë³òåðàòóðè ïðèêëàäíîãî
ñïðÿìóâàííÿ. Ç-ïîì³æ ³íøîãî ìîæíà çàçíà÷èòè, íàïðèêëàä, òåîð³þ
ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ, ìåòîäè àíàë³çó ô³íàíñîâèõ ïîòîê³â â
îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷àõ ô³íàíñîâîãî ìåíåäæìåíòó òîùî.

8.7. Завдання для практичних занять
і самостійної роботи студентів

8.7.1. Âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ ( )tξ , [0; ]t ∈ + ∞  º òàêîþ:

1, ÿêùî ,
( )

5, ÿêùî ,

t
t

t

≥ η
ξ =  < η

äå 0η >  – íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ìàº ïîêàçíèêî-
âèé çàêîí ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñòåé:

0, 0,
( )

, 0 .x

x
f x

e x−

<
=  ≥

Âèçíà÷èòè ïåðåð³çè (1)ξ  òà (10 )ξ , îá÷èñëèòè ¿õ ìàòåìàòè÷-
í³ ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³¿ òà ñòàíäàðòí³ â³äõèëåííÿ.

8.7.2. Âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ ( )tξ  âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ: ξ(t) =

sin t= η , t R∈ , äå η  – âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç â³äîìèìè ìàòåìà-

òè÷íèì ñïîä³âàííÿì òà äèñïåðñ³ºþ: aη = , 2 bησ = . Çíàéòè îñíîâ-

í³ õàðàêòåðèñòèêè (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ, äèñïåðñ³þ òà ñòàí-
äàðòíå â³äõèëåííÿ) ö³º¿ ôóíêö³¿.

8.7.3. Îá´ðóíòóéòå, ùî ë³í³éíå ïåðåòâîðåííÿ ξ(t) =
( ) ( )

( )

t M t

D t
η

η

η −
= , t T∈ , äîçâîëÿº ïåðåéòè â³ä äîâ³ëüíî¿ âèïàäêî-

âî¿ ôóíêö³¿ ( )tη  ç íåíóëüîâîþ óñþäè äèñïåðñ³ºþ ( ( ) 0D tη ≠ ,

t T∈ ) äî öåíòðîâàíî¿ òà íîðìîâàíî¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ .

8.7.4. Âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ ( )tξ  âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ: ξ(t) =

cos t= η , [ 2 ; 2 ]t ∈ − π π , äå η  – íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà,
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ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà íà â³äð³çêó [0; 1] . Ïðî³ëþñòðóâàòè ñ³ì’þ
ðåàë³çàö³é ö³º¿ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿.

Âêàç³âêà. Ðåàë³çàö³ºþ âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( ) ( )t f tξ = η , t T∈ ,

äå ( )f t , t T∈ , - äåÿêà ÷èñëîâà íåâèïàäêîâà ôóíêö³ÿ, à η  –
íåçàëåæíà â³ä ïàðàìåòðà t  âèïàäêîâà âåëè÷èíà, íàçèâàºòüñÿ íå-
âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ 0 ( )f tη , t T∈ , ÿêó áóäå îòðèìàíî ïðè ïåâ-

íîìó ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ (òîáòî ïðè ïåâí³é ðåàë³çàö³¿) 0η  âè-
ïàäêîâî¿ âåëè÷èíè η .

8.7.5. Äîâåä³òü, ùî äîäàâàííÿ äî âèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )tξ ,

t T∈ , äîâ³ëüíî¿ íåâèïàäêîâî¿ ôóíêö³¿ ( )c t , t T∈ , íå çì³íþº àí³

êîâàð³àö³éíî¿ 1 2( , )K t tξ , àí³ êîðåëÿö³éíî¿ ôóíêö³¿ 1 2( , )t tξρ  (t1,

t2 ∈ T).
8.7.6. Îá÷èñëèòè ïðè 1 1t =  ³ 2 10t =  çíà÷åííÿ êîâàð³àö³éíî¿

1 2( , )K t tξ  òà êîðåëÿö³éíî¿ 1 2( , )t tξρ  ôóíêö³é äëÿ âèïàäêîâî¿ ôó-

íêö³¿, íàâåäåíî¿ ó çàâäàíí³ 8.7.1.
Âêàç³âêà. Ñïî÷àòêó çàïîâíèòè òàáëèöþ ðîçïîä³ëó éìîâ³ðíîñ-

òåé äëÿ ñèñòåìè âåëè÷èí { (1); (10 )}ξ ξ :

ξ(10)
ξ(1)

1 5
Ñóìà

1

5

Ñóìà 1,0

8.7.7. Çíàéòè êîâàð³àö³³éíó òà êîðåëÿö³éíó ôóíêö³¿, ÿêùî äî-
ñë³äæóâàíà âèïàäêîâà ôóíêö³ÿ º òàêîþ: 2( ) cost tξ = η , t R∈ , äå
η  – âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç â³äîìèìè ìàòåìàòè÷íèì ñïîä³âàí-

íÿì òà äèñïåðñ³ºþ: aη = , 2 bησ = .

8.7.8. Íåõàé ìàºìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ ( ) tt e−ξ = η , 0t ≥ , äå
η  – íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíà
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íà â³äð³çêó [ 1; 1]− . Ïðî³ëþñòðóâàòè ñ³ì’þ òðàºêòîð³é öüîãî
ïðîöåñó.

Âêàç³âêà. Òðàºêòîð³ºþ àáî (ðåàë³çàö³ºþ) âèïàäêîâîãî ïðîöåñó
( ) ( )t f tξ = η , t T∈ , äå ( )f t , t T∈ , - äåÿêà ÷èñëîâà íåâèïàä-

êîâà ôóíêö³ÿ, à η  – íåçàëåæíà â³ä ÷àñó t  âèïàäêîâà âåëè÷èíà,

íàçèâàºòüñÿ íåâèïàäêîâèé ïðîöåñ 0 ( )f tη , t T∈ , ÿêèé áóäå îòðè-
ìàíî ïðè ïåâíîìó ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ (òîáòî ïðè ïåâí³é ðåà-
ë³çàö³¿) 0η  âèïàäêîâî¿ âåëè÷èíè η .

8.7.9. Äîâåñòè, ùî òðàíñïîíîâàíèé âåêòîð Tq  ð³âíîâàãîâèõ éìî-

â³ðíîñòåé ìàðê³âñüêî¿ ïîñë³äîâíîñò³ { } 1t t

∞

=
ξ , êîæíèé åëåìåíò ÿêî¿

ìîæå íàáèðàòè çíà÷åííÿ ëèøå ç³ ñï³ëüíî¿ äëÿ âñ³õ åëåìåíò³â
ìíîæèíè 1 2{ , , , }mx x x… , º âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèö³ TP , äå

( )|| ||ik mP p=  – ìàòðèöÿ ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé, à E  – îäèíè÷-

íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m .
8.7.10. Íåõàé ìàºìî ìàðê³âñüêó ïîñë³äîâí³ñòü ç â³äîìîþ ìàò-

ðèöåþ ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé: 

0,5 0,3 0,2

|| || 0,4 0,4 0,2

0,1 0,3 0,6
ikP p

 
 = =  
 
 

.

Çíàéòè âåêòîð ð³âíîâàãîâèõ ³ìîâ³ðíîñòåé 1 2 3( , , )q q q q=  òà ïðî-
³ëþñòðóâàòè øâèäêó çá³æí³ñòü äî íüîãî çàêîí³â ðîçïîä³ëó éìîâ³-
ðíîñòåé åëåìåíò³â äîñë³äæóâàíî¿ âèïàäêîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³.
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